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Аннотация. Разложение лунно-солнечного приливного потенциала на поверхности Земли в 
аналитические ряды является классической задачей теории земных приливов, решение кото-
рой постоянно уточняется уже около 140 лет. Данные разложения приливного потенциала  ши-
роко применяются при исследовании земных приливов, а также при решении задач современ-
ной теории прецессии и нутации Земли. В статье представлена модель приливного потенциала 
в виде гармонического разложения по полиномам Лежандра до пятой степени включительно, 
причем каждая гармоника соответствует определенной периодичности приливов. Целью ста-
тье является разработка алгоритмов для получения моделей, составляющих приливного по-
тенциала и его вертикальных производных до пятой степени гармонического разложения, обу-
словленных гравитационным влиянием Луны, Солнца и планет Солнечной системы. Приве-
дены результаты вычисления модели приливного потенциала и его вертикальной производной 
для Новосибирска в течение 2025 г. Выполнено сравнение результатов вычисления вертикаль-
ной производной приливного потенциала с данными наблюдений приливной вариации силы 
тяжести, полученными по результатам измерений гравиметром Scintrex CG-6 Autograv. Уста-
новлена высокая корреляция между экспериментально измеренными и вычисленными на ос-
нове модели значениями приливных вариаций силы тяжести. 
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Abstract. The analytical decomposition of the lunisolar tidal potential is a classical, century-old prob-
lem in geodynamics, serving as a fundamental constraint for modern theories of Earth orientation 
parameters, specifically precession and nutation. The study presents a high-fidelity tidal potential 
model expressed as a harmonic expansion in terms of Legendre polynomials up to the 5th degree, 
where each term corresponds to a distinct tidal periodicity. The authors developed a comprehensive 
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computational framework to derive the constituent components of the tidal potential and its vertical 
derivatives (up to the 5th order) induced by the gravitational perturbations of the Moon, the Sun, and 
the major planets. The model's performance is validated through a high-precision case study con-
ducted in Novosibirsk over the span of 2025. The comparison of the theoretical gravity tides, specif-
ically the first vertical derivative of the potential, with observational data recorded by a Scintrex CG-
6 Autograv gravimeter was carried out. The results demonstrate a strong agreement between the ex-
perimentally observed gravity variations and the model-derived predictions.  
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Введение 
 

В настоящее время возрастает необходи-
мость оценки и учета влияния вариаций гра-
витационного потенциала и силы тяжести на 
результаты высокоточных геодезических из-
мерений. Значимость постановки и решения 
данной задачи для повышения точности гео-
дезических определений была отмечена еще  
в 1957 г. выдающимся ученым М. С. Моло-
денским, который указывал на необходи-
мость учета изменений гравитационного поля 
Земли при выполнении высокоточных изме-
рений [1]. В последние годы вопросам моде-
лирования приливных эффектов и вариаций 
силы тяжести уделяется значительное внима-
ние как в отечественных, так и в зарубежных 
исследованиях [2–4]. 

Возможность и необходимость учета вли-
яния земных приливов на результаты геоде-
зических измерений обусловлены тремя при-
чинами: повышением точности современного 
определения координат точек до величины, 
соизмеримой с влиянием приливов; повыше-
нием точности приливных измерений; разра-
боткой теоретической модели, обеспечиваю-
щей вычисление влияния прилива по резуль-
татам наблюдений [5]. 

При наблюдениях на геодезических пунк-
тах используется астрономическая горизон-
тальная топоцентрическая система координат 

T T TOX Y Z , в которой ось TZ  направлена  
в астрономический зенит и совпадает с 
направлением отвеса. Так как приливные вли-

яния вызывают колебания направления от-
веса и смещение земной коры, то геодезиче-
ские измерения, выполняемые на одном и том 
же пункте в различные моменты времени, вы-
полняются в своей собственной мгновенной 
топоцентрической системе координат. По-
скольку гравитационное воздействие Луны  
и Солнца изменяется в зависимости от поло-
жения точки на поверхности Земли, при вы-
полнении высокоточных геодезических изме-
рений возникает необходимость учета при-
ливных влияний. Вопросы геодезических ас-
пектов приливных воздействий рассматрива-
лись Международной ассоциацией геодезии 
(МАГ) на заседании в Канберре (Австралия) 
в 1979 г., по результатам которого было при-
нято решение о необходимости исключения 
приливного влияния из результатов геоде-
зических измерений [6]. Оно соответствует 
требованиям, возникающим при решении 
краевой задачи для определения возмуща-
ющего потенциала, согласно которым ано-
малии силы тяжести должны отражать вли-
яние только аномальных масс внутри 
Земли [7].  

Одним из основных методов математи-
ческого описания приливных явлений слу-
жит представление приливообразующего 
потенциала на поверхности Земли в виде 
аналитических рядов. Данная задача отно-
сится к числу классических задач геодезии 
и небесной механики. Следует отметить, 
что методы ее решения и математические 
модели непрерывно совершенствуются по-
чти 140 лет. Наиболее точные до недавнего 
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времени разложения приливообразующего 
потенциала были представлены в работе [8], 
основанной на применении аналитического 
метода, а также в исследованиях L. 
Hartmann и W. Wenzel [9], в которых ис-
пользовался спектральный анализ Фурье по 
таблицам значений потенциала, вычислен-
ных для временного интервала 1850–2150 
гг. с использованием численной эфемериды 
DE-200 [10], впоследствии утратившей ак-
туальность [11, 12].  

В отличие от ранее предложенных подхо-
дов, в настоящем исследовании применяется 
оригинальный метод гармонического разло-
жения по полиномам Лежандра до пятой сте-
пени включительно функции от координат 
Луны, Солнца и планет, где в качестве источ-
ника координат возмущающих тел использу-
ются наиболее точные на сегодняшний день 
долгосрочные численные эфемериды Луны и 
планет DE/LE-406 [13].  

В рамках исследования рассматривается 
прямое приливное влияние на гравитацион-
ное поле Земли. При этом Земля считается 

твердым недеформируемым телом, небесное 
тело – материальной точкой с массой M.  

Целью данной статьи является разработка 
алгоритмов для получения моделей, состав-
ляющих приливного потенциала и его верти-
кальных производных до пятой степени гар-
монического разложения, обусловленных 
гравитационным влиянием Луны, Солнца  
и всех планет Солнечной системы. 

Для достижения поставленной цели необ-
ходимо представить модель приливного по-
тенциала в виде разложения по сферическим 
функциям до пятой степени включительно,  
а также выполнить сравнение результатов вы-
числения вертикальной производной прилив-
ного потенциала с данными наблюдений при-
ливных вариаций силы тяжести. 

 
Методы и материалы 

 
Классическая форма приливного потенци-

ала BW , создаваемого внешним телом с ин-

дексом B в точке P в момент T на поверхности 
Земли, представлена как в работе [8] 

 

 
2 2

cosψ
n

nB
B n B

n nB B

GM r
W P W

d d

 

 

        
  ,                                           (1) 

 

где  cosψnP   полином Лежандра степени n (из-за дополнительного эффекта сжатия Земли 

он начинается при n = 1 вместо классического расширения, которое начинается при n = 2;  

Bd   мгновенное расстояние между Землей и возмущающим телом B;  

r    расстояние между центром Земли и положением станции на ее поверхности.  
Выражение (1) обычно преобразуется к следующему виду: 
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, (2) 

 

где a – большая полуось эллипсоида; Bc  – среднее расстояние между Землей и возмущающим 

телом B. 
Первая часть формулы (2) – это масштабный коэффициент, введенный Дудсоном в 1922 г. 

[14], зависящий от геоцентрического расстояния Bc  до возмущающего тела B. Для Луны этот 

масштабный коэффициент равен 

 
2 22

1 3

3
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r a r
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где 1D  – константа, называемая постоянной Дудсона для Луны, определенная в работе [15]; 

МM  – масса Луны. 

На рис. 1 представлен график изменения масштабного коэффициента ( )МD r , вычислен-

ного по формуле (3) для Луны в период с 23.01 по 09.12.2025.  
 

 

Рис. 1. График изменения масштабного коэффициента ( )D r  для Луны  
 
 

Из рис. 2 следует, что в течение 2025 г. масштабный коэффициент ( )D r для Луны изме-
нялся в диапазоне от 2,210 до 3,275 м²/с². 

Для Солнца масштабный коэффициент ( )SD r  равен 
 

 
2 22

3

3

4S S S
S

r a r
D r D GM

a ac

         
   

,    (4) 

 

где SD   постоянная Дудсона для Солнца; SM   масса Солнца; Sc   геоцентрическое рассто-

яние до Солнца. 
На рис. 2 приведен график изменения масштабного коэффициента ( )SD r , вычисленного 

по формуле (4) для Солнца с 23.01 по 09.12.2025. 
 

 

Рис. 2. График изменения масштабного коэффициента ( )SD r  для Солнца 

 
 
Согласно данным, представленным на 

рис. 3, в течение 2025 г. масштабный коэф-

фициент ( )SD r  для Солнца изменялся в 

пределах от 1,144 до 1,264 м²/с². 
Для любого другого тела B можно ввести 

аналогичный масштабный коэффициент 

)(ВD r  

 

   
3

3
,B B

B
M M

M c
D r D r

M c
   (5) 

 

где ВМ  – масса небесного тела B. 

Графики изменения масштабного коэф-

фициента )(ВD r , вычисленного по фор-
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муле (5) для планет Солнечной системы, по-
казывают, что его значения убывают по ве-

личине от 6 226,86 10  м / c  для Меркурия 

до 9 222,33 10  м / c для Нептуна. 

 В табл. 1 приведены статистические пара-
метры распределения значений масштабных 

коэффициентов ( ), ( ), ( )S ВМD r D r D r  
, вычис-

ленных по формулам (3)–(5) за период с 23.01 
по 09.12. 2025. 

 

Таблица 1. Параметры распределения значений масштабных коэффициентов
( ), ( ), ( )S ВМD r D r D r  

 

Небесное тело Мин. (м2/с2) Макс. (м2/с2) Диапазон (м2/с2) Среднее (м2/с2) 
Луна 2,213 3,275 1,062 2,635 
Солнце 1,144 1,264 0,120 1,202 

Меркурий 1,96 × 10–6 6,86 × 10–6 4,90 × 10–6 3,62 × 10–6 
Венера 7,62 × 10–6 7,93 × 10–6 3,16 × 10–7 7,80 × 10–6 
Марс 8,39 × 10–8 1,33 × 10–7 4,87 × 10–8 9,67 × 10–8 

Юпитер 8,11 × 10–6 8,74 × 10–6 6,33 × 10–7 8,42 × 10–6 
Сатурн 3,85 × 10–7 3,98 × 10–7 1,37 × 10–8 3,91 × 10–7 
Уран 7,03 × 10–7 7,10 × 10–9 6,83 × 10–11 7,06 × 10–9 
Нептун 2,33 × 10–9 2,33 × 10–9 2,20 × 10–12 2,33 × 10–9 

 
Приведенные в табл. 1 средние значения 

масштабных коэффициентов можно исполь-
зовать для приближенных вычислений при-
ливных поправок и включить числовые мно-
жители ( ) / ( )S МD r D r   и ) /( ( )МВD r D r   в 
числовые коэффициенты солнечной и плане-
тарной частей приливного потенциала (2). 

Выражения сферических функций 
 cosψnP  в формуле (2) для степеней n = 2, 

…, 5 в аналитической форме имеют следую-
щий вид: 
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  (6) 

 

Подстановка выражения (6) в формулу (2) 
позволяет получить выражение для прилив-
ного потенциала 
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Однако формула (7) для вычисления при-
ливного потенциала BW  неудобна, так как пе-
ременная ψ  связана с локальной системой ко-
ординат. В связи с этим используется стандарт-
ная экваториальная система координат, связан-
ная с Землей, в которой ( ),δН , где Н – часовой 
угол, δ  – склонение небесного тела, а φ  и λ  – 
соответственно географические широта и дол-
гота пункта наблюдения. 

Тогда согласно теореме косинусов для 
сферического треугольника имеем 

 

cosψ sinφsinδ cosφcosδcos .H   (8) 
 

В выражениях для  ψcosnP  в формулы 
(6) входят числовые коэффициенты и различ-
ные степени cosψ . Косинусы, возведенные в 
степени n = 2, …, 5 могут быть представлены 
следующим соотношением: 
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Подставляя значения cosψ  и  cos ψn  из формул (8) и (9) в выражение приливного потен-

циала (7), получим выражения для составляющих приливного потенциала n
BW , начиная со вто-

рой до пятой степени n, которые имеют следующий вид: 
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Учет возмущений от твердых земных приливов был выполнен с использованием модифи-
цированной программной библиотеки SOFA, рекомендованной Международным астрономи-
ческим союзом (IAU) [16].  

 
Результаты исследования 

 
Результаты вычисления по формулам (10)–(13) составляющих приливного потенциала, 

начиная со второй до пятой степени, обусловленных гравитационным притяжением Луны, 
приведены в виде графиков на рис. 3. 

 

 

Рис. 3. Графики изменения во времени составляющих приливного потенциала, 
обусловленных гравитационным притяжением Луны 

 
 

В табл. 2 приведены статистические параметры распределения составляющих лунного при-
ливного потенциала, вычисленных по формулам (10)–(13). 

 

Таблица 2. Параметры распределения составляющих лунного приливного потенциала 

Статистические  
величины 

W2 W3 W4 W5 W 

Мин. – 2,156 – 0,035 – 0,002 – 9ꞏ10–06 – 2,155 
Макс. 2,680 0,031 0,001 8ꞏ10–06 2,708 

Диапазон 4,836 0,066 0,003 2ꞏ10–05   4,863 
Среднее – 0,581 – 7ꞏ10–05 – 5ꞏ10–06 – 1ꞏ10–07 – 0,581 

 
Приведенные в табл. 2 параметры распределения изменения во времени составляющих 

лунного приливного потенциала n
BW  показали, что составляющая второй степени 2

BW  превос-

ходит в максимуме по величине составляющие потенциалов третьей степени 3
BW  в 90 раз, чет-

вертой 4
BW  и пятой 5

BW  – более чем в 30 000 раз.  

На рис. 4 приведены в виде графиков результаты вычисления по формулам (10)–(13) со-

ставляющих солнечного приливного потенциала n
BW  до пятой степени. 
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Рис. 4. График изменения во времени составляющих приливного потенциала, 
обусловленных гравитационным притяжением Солнца 

 
 В табл. 3 приведены параметры распределения составляющих солнечного приливного по-

тенциала. 
 

 Таблица 3. Параметры распределения составляющих солнечного приливного потенциала 

Статистиче-
ские вели-
чины 

W2 W3 W4 W5 W 

Мин. – 0,826 – 2,9ꞏ10–05 – 1,3 × 10–09 – 4,8 × 10–14 – 0,826 
Макс. 0,920 3,1ꞏ10–05 1,1 × 10–09 5,7 × 10–14 0,920 

Диапазон 1,745 6,1ꞏ10–05 2,5 × 10–09 1,1 × 10–13 1,745 
Среднее – 0,301 2,9ꞏ10–07 – 1,4 × 10–10 4,9 × 10–16 – 0,301 
 
Анализ результатов, представленных  

в табл. 3, показывает, что составляющая сол-
нечного приливного потенциала второй сте-
пени на несколько порядков превышает 
остальные гармонические составляющие сол-
нечного приливного потенциала. 

Порядок величин составляющих прилив-
ного потенциала, обусловленных воздей-
ствием планет, находится в диапазоне от 10–6 
до 10–11 м2/с2. При этом максимальные значе-
ния приливных составляющих наблюдаются 
у Юпитера и достигают  6,5×10–6 м²/с². 

Для подтверждения теоретических расче-
тов составляющих потенциала приливного 

притяжения небесных тел n
BW  , представлен-

ных в табл. 2 и 3, выполнено сравнение фак-
тических вариаций силы тяжести, вызванных 
лунно-солнечным приливом, с теоретиче-
скими вертикальными составляющими при-
ливной силы. Указанные составляющие полу-
чены путем дифференцирования выражений 
(10)–(13) по вертикали r   и имеют следую-
щий вид: 
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.       (17) 

 

Наблюдения вариаций силы тяжести, обусловленных лунно-солнечными приливами, вы-
полнялись с использованием двух современных гравиметров Scintrex CG-6 Autograv в течение 
четырех суток – с 28.03 по 01.04.2025 внутри здания лабораторного корпуса Сибирского гос-
ударственного университета геосистем и технологий. 

По результатам наблюдений, выполненных с использованием гравиметров, и расчетных 
значений приливных вариаций силы тяжести, полученных по формулам (14)–(17), были по-
строены графики, представленные на рис. 5. 
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Рис. 5. Графики приливной вариации силы тяжести 
 
 
Как следует из рис. 6, теоретически рас-

считанные и экспериментально измеренные 
приливные вариации силы тяжести характе-
ризуются высокой степенью согласованно-
сти. Коэффициент корреляции между расчет-
ными и наблюдаемыми значениями прилив-
ной вариации силы тяжести составил 0,97, 
что свидетельствует о высокой достоверно-
сти полученных результатов. 

В табл. 4 приведены параметры распреде-
ления разностей между измеренными и вы-
численными по формулам (14)–(17) прилив-
ными вариациями силы тяжести.  

 

Таблица 4. Параметры распределения  
разностей приливных вариаций силы  
тяжести 

Статистические вели-
чины 

Разности  
приливных вариа-
ций силы тяжести, 

мГал 
Мин. –0,01165 
Макс. 0,010284 

Диапазон 0,021935 
Среднее 0,000734 

Стандартное отклоне-
ние 

0,004047 

 
Из данных, представленных в табл. 3, сле-

дует, что стандартное отклонение разностей 
между измеренными и вычисленными по 
формулам (14)–(17) значениями приливных 
вариаций силы тяжести составило  
0,0040 мГал, а среднее отклонение –  
0,0007 мГал. Таким образом, результаты гра-

виметрических наблюдений подтверждают 
корректность теоретических расчетов при-
ливного воздействия небесных тел, выпол-
ненных по формулам (14)–(17), и, следова-
тельно, подтверждают теоретические рас-
четы по формулам (10)–(13) составляющих 
потенциала приливного притяжения небес-

ных тел n
BW , приведенных в табл. 2–4. 

 
Заключение 

 
По результатам выполненного исследо-

вания сформулированы следующие выводы. 
Разработан алгоритм гармонического 

разложения приливообразующего потенци-
ала на поверхности Земли, обеспечивающий 
возможность вычисления составляющих 
приливного потенциала и их вертикальных 
производных для заданной точки и фикси-
рованного момента времени. 

Установлено, что составляющие лунного 
и солнечного приливного потенциала вто-

рой степени 2
BW  превосходят по величине 

составляющие потенциалов третьей 3
BW , 

четвертой 4
BW  и пятой 5

BW  степеней в не-

сколько раз. 
Показано, что величины составляющих 

приливного потенциала, обусловленных 
воздействием планет, находятся в диапа-
зоне от 10–6 до 10–11 м2/с2. Наибольший 
вклад среди планетарных составляющих 
наблюдается у Юпитера и составляет 
6,5×10–6 м²/с². 
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Сопоставление фактических приливных 
вариаций силы тяжести, полученных по ре-
зультатам наблюдений гравиметрами 
Scintrex CG-6 Autograv, с теоретическими 
значениями, вычисленными по формулам 
(14)–(17), продемонстрировало высокую 
степень согласованности экспериментальных 
и расчетных данных. Достоверность использу-
емых моделей подтверждается высоким коэф-
фициентом корреляции между теоретиче-
скими и измеренными значениями приливной 
вариации силы тяжести, равным 0,97, а также 
стандартным отклонением 0,004 мГал. 

Полученные теоретические и численные 
результаты свидетельствуют о том, что ос-
новной вклад в гравитационный потенциал 
Земли вносят Луна и Солнце, тогда как вли-
яние остальных планет Солнечной системы 
является существенно меньшим. 
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