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Аннотация. В работе представлена методика оптимального обхода участка с использованием 
наземного лазерного сканера, реализованная на основе модифицированного алгоритма Кри-
стофидеса и модели целочисленного линейного программирования (ILP). Предлагаемый под-
ход решает NP-трудную задачу, сводимую к модифицированной версии задачи коммивоя-
жера, с учетом дополнительных геометрических ограничений, обусловленных наличием пре-
пятствий на территории. Методика включает дискретизацию участка, генерацию облаков то-
чек вокруг вершин препятствий и построение графа допустимых позиций сканирования. Экс-
периментальная проверка на синтетических и реальных данных показала, что предложенный 
алгоритм позволяет снизить количество необходимых сканирующих окружностей и суммар-
ную длину маршрута обхода на 12–18 % по сравнению с традиционными эвристическими под-
ходами, при сохранении полного покрытия границы. Кроме того, проведенный сравнительный 
анализ выявил, что, несмотря на возрастание вычислительной сложности ILP-модели с увели-
чением числа препятствий, предложенная методика обладает высокой точностью и применима 
в задачах геодезии, кадастра, картографии и инженерной диагностики. Перспективными 
направлениями дальнейших исследований являются динамическая адаптация маршрута и ин-
теграция гибридных методов оптимизации для повышения масштабируемости решения. 
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Введение 
 

Современные задачи трехмерной иденти-
фикации территориальных объектов требуют 
высокой точности геодезических и картогра-
фических работ, особенно в условиях плотной 

застройки и наличия природных барьеров [1, 
2]. Одной из ключевых проблем является обес-
печение полного и равномерного покрытия ис-
следуемой территории с использованием ин-
формации о диапазоне измерения расстояний 
наземным лазерным сканером (далее – радиус 
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сканирования). Каждая скан-позиция при этом 
формирует область обзора в виде круга, ра-
диус которого соответствует максимальной 
дальности измерений данного прибора, что 
позволяет учитывать аппаратные ограничения 
и влияние препятствий, блокирующих прямую 
видимость между точками съемки. Достиже-
ние высокого уровня дискретности сканиро-
вания при минимизации «пустых» зон на по-
верхности объекта является критически важ-
ным условием для последующей надежной 
трехмерной идентификации и моделирования 
объектов недвижимости. 

В существующих исследованиях обход 
территории при лазерном сканировании 
обычно реализуется через эвристические ал-
горитмы решения задачи коммивояжера 
(TSP) [3, 4]. При этом в ряде работ предло-
жены более специализированные подходы к 
размещению скан-позиций, учитывающие 
взаимную видимость, геометрические и топо-
логические характеристики объектов [5, 6]. 
Так, в диссертации Ш. Х. Мухаммада [7] раз-
работан метод анализа зон перекрытия види-
мости и геодезических параметров, позволя-
ющий сокращать количество точек съемки на 
15–20 %. Тем не менее эмпирические испыта-
ния демонстрируют, что классические TSP-
эвристики порождают до 30–35 % избыточ-
ных скан-позиций, что приводит к увеличе-
нию времени съемки на 20–25 % и росту ма-
териальных затрат до 15–20 %. Кроме того, 
присутствие препятствий в пространстве ска-
нирования еще более снижает эффективность 
традиционных методов из-за необходимости 
введения дополнительных ограничений в мо-
дель маршрутизации. 

Цель настоящего исследования заключа-
ется в разработке эффективной методики об-
хода границы участка, основанной на моди-
фицированном алгоритме Кристофидеса для 
решения задачи TSP с учетом сканирующих 
радиусов наземного лазерного сканера. Дан-
ный подход позволяет оптимизировать марш-
рут обхода, минимизировать количество не-
обходимых сканирующих зон и обеспечить 
максимально возможное покрытие террито-
рии, что критически важно для повышения 
точности 3D-идентификации объектов [8, 9]. 

Экономическое обоснование исследования 
связано с потенциалом значительного сокра-
щения затрат времени и ресурсов, требуемых 
для проведения полевых работ. Оптимизация 
маршрутов сканирования позволяет снизить 
эксплуатационные расходы организаций, про-
фессионально занимающихся наземным ла-
зерным сканированием, за счет уменьшения 
числа необходимых станций стояния прибора 
и сокращения времени работы на объекте. Это 
приводит к повышению эффективности проек-
тов в области архитектурных обмеров, граж-
данского строительства, управления город-
ским хозяйством и многих других отраслей, 
использующих облака точек как информаци-
онную основу объектов в пространстве [10]. 

 
Материалы и методы 

 
2.1. Формализация задачи. 
Задача оптимального обхода границы 

участка наземным лазерным сканером фор-
мулируется как модифицированная версия за-
дачи коммивояжера (TSP) с дополнитель-
ными геометрическими и логистическими 
ограничениями. Дано множество точек вдоль 
границы участка, представляющих возмож-
ные позиции сканирования, а также набор 
препятствий, ограничивающих доступные 
зоны размещения сканирующих позиций. 
Требуется определить маршрут, минимизиру-
ющий общее расстояние обхода при условии 
полного покрытия границы участка окружно-
стями фиксированного радиуса. 

Задача оптимального обхода границы 
участка с учетом препятствий и покрытия 
окружностями фиксированного радиуса явля-
ется NP-сложной. Это следует из того, что она 
представляет собой модификацию задачи ком-
мивояжера (TSP), которая принадлежит классу 
NP-сложной задачи оптимизации [11]. Включе-
ние дополнительных ограничений, таких как 
необходимость полного покрытия границы 
участка, учет препятствий и оптимизация раз-
мещения сканирующих позиций, лишь услож-
няет задачу, переводя ее в категорию комбини-
рованных NP-сложных проблем [12]. 

Формально даже упрощенная версия за-
дачи без препятствий сводится к дискретной 
оптимизации на графах, а ее полная версия 
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требует решения целочисленного линейного 
программирования (ILP), которое известно 
своей вычислительной сложностью. Более 
того, добавление условий на покрытие 
окружностями эквивалентно задаче дискрет-
ного покрытия множества, которая также 
принадлежит к классу NP-сложных задач.   

Следовательно, для решения задачи на 
практике необходимо использовать либо эв-
ристические алгоритмы, либо приближенные 
методы оптимизации, такие как модифициро-
ванный алгоритм Кристофидеса, который 
позволяет получить решение с гарантирован-
ной оценкой качества [13]. 

2.2. Определение входных данных. 
Входными данными являются множества:  

 

 ,  ,  ,  ,P O R G V E  - (1) 
 

где P={p1, p2,…,pn} – множество опорных то-
чек границы участка, подлежащих сканирова-
нию; 

O={o1, o2,...,om} – множество препятствий, 
моделируемых в виде ограниченных полиго-
нов; 

R – фиксированный радиус окружности, 
соответствующий области охвата лазерного 
сканера; 

G (V, E) – взвешенный граф возможных 
перемещений сканера, где V – множество 
вершин, соответствующих допустимым по-
зициям сканирования, а E – ребра, задающие 
возможные пути перемещения с весами, со-
ответствующими расстоянию между точ-
ками. 

2.3. Ограничения на построение марш-
рута. 

Оптимизация маршрута сканирования 
осуществляется с учетом следующих огра-
ничений. 

1. Полное покрытие границы участка, где 
каждая точка    ip P должна быть охвачена 

хотя бы одной сканирующей окружностью 
радиуса R. 

2. Обход препятствий, где центры скани-
рующих окружностей  i V  не могут распо-

лагаться внутри области препятствий O. 
3. Минимизация расстояния обхода, где 

суммарная длина маршрута, заданного как 

путь в графе G (V, E), должна быть мини-
мальной. 

4. Сохранение связности маршрута, где 
решение должно представлять собой един-
ственный связный цикл, обеспечивающий не-
прерывность перемещения сканера по до-
ступным точкам. 

2.4. Используемые алгоритмы. 
Для решения задачи обхода участка с уче-

том пространственных ограничений исполь-
зуется модифицированный алгоритм Кри-
стофидеса для задачи коммивояжера. Стан-
дартный алгоритм обеспечивает аппрокси-

мационное решение с отношением 
3

2
 к опти-

мальному, если для графа G=(V, E), где V – 
множество вершин, а E – множество ребер с 

функцией расстояния :d E  , последо-
вательно выполняются следующие опера-
ции. 

Первым этапом строится минимальное 
остовное дерево T G  с суммарным весом 

 T .  

Вторым этапом определяется совершен-
ное паросочетание M для множества вершин 

0  V V с нечетной степенью в T, что приво-

дит к объединению  T M в эйлеров граф.  
Из этого графа извлекается эйлеров цикл  

EC , который после процедуры сокращения 

повторяющихся вершин преобразуется в га-
мильтонов цикл HC , удовлетворяющий не-

равенству 
 

3( )
2HC OPT   , (2) 

 

где OPT обозначает вес оптимального цикла. 
В рамках модификации для задачи обхода 

границы участка вводится ограничение на до-
пустимое множество позиций, обозначаемое 
как V′⊂ V, где 

 

,{ | }V V O     (3) 
 

в котором O представляет совокупность обла-
стей, соответствующих препятствиям.  

При построении графа G′= (V′, E′) веса 
ребер корректируются с учетом простран-
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ственных ограничений посредством функ-
ции 

 

     ,υ ,υ ,υ ,d d       (4) 
 

где  ,    – штрафное расстояние, отражаю-

щее влияние препятствий; 
  – эмпирически подобранный коэффи-

циент.  
Следующим шагом, после построения 

исходных множеств, является построение 
минимального остовного дерева T′ для G′.  

Алгоритм определяет совершенное па-
росочетание M′ для множества вершин Vo′⊂ 
V' с нечетной степенью в T′. Объединение T′ 
∪ M′ формирует эйлеров граф, из которого 
извлекается эйлеров цикл EC ′.  

После применения процедуры сокраще-
ния повторяющихся вершин получается га-
мильтонов цикл HC ′, удовлетворяющий 

условию покрытия: для каждой точки p гра-
ницы участка существует такая точка v∈ HC ′, 

что 
 

 || || ,p R    (5) 
 

где R – фиксированный радиус сканирова-
ния, определяющий зону охвата лазерного 
сканера.  

Для учета препятствий при построении 
маршрута обхода границы участка предла-
гается генерация облака точек вокруг каж-
дой вершины препятствия. Это позволяет 
детализировать геометрию ограничений  
и адаптировать путь обхода с учетом реаль-
ных условий местности. 

Множество препятствий, обозначаемое 
как O= {O1, O2,…,Om}, где каждое препят-
ствие Oi представляется в виде множества 
вершин Vi⊂ R2. Для каждой вершины  iV  

генерируется облако точек 
 

  2υ | ,|| υ || ,j j jP p p p     (6) 
 

где   – радиус локального распределения то-

чек, отражающий геометрические особенно-
сти препятствия. 

На основе сгенерированного облака то-
чек формируется дополнительный граф 

 ,p p pG V E , где 
1υ

(υ)
i

m

p
i V

V P
 

   . Связи 

между вершинами pj ∈ VP определяются по 
критерию 

 

  max, | |j p jk kp p E p p d   , (7) 
 

где maxd – допустимое расстояние для по-

строения ребер. 
После проведения процедуры генерации 

облака точек выполняется интеграция GP  
в основной граф G′, что позволяет учитывать 
детали геометрии препятствий при построе-
нии маршрута. Для адаптации алгоритма 
Кристофидеса вводится корректировка функ-
ции расстояния 

 

   
 

 ,υ ,υ ,
j

j
p P u

d d p 


     !(8) 

 

где  jp  – вес точки облака, определяющий 

ее значимость при обходе препятствия, а   – 

регулирующий коэффициент. 
На основе модифицированного алго-

ритма Кристофидеса строится маршрут, ко-
торый проходит по вершинам границы 
участка, исключая попадание в запрещен-
ные зоны и обеспечивая эффективный об-
ход препятствий. 

Следующим шагом после построения 
остовного дерева по модифицированному 
алгоритму Кристофидеса является оптими-
зация расстановки точек обхода участка. 

Это осуществляется в виде решения за-
дачи целочисленного линейного програм-
мирования (ILP). Задача включает в себя 
определение позиций сканирования, обес-
печение полного покрытия границы участка 
и минимизацию суммарного пути обхода 
при наличии препятствий. 

Введем обозначения: 

  0,1ix   – бинарная переменная, равная 

1, если точка si выбрана в качестве позиции 
сканирования, и 0 в противном случае; 
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  0,1ijy  – бинарная переменная, равная 

1, если путь проходит между точками si и sj; 

ijd  – расстояние между точками si и sj. 

Необходимо минимизировать общую 
длину маршрута обхода: 

 

min .ij ij
i j i

d y


   (9) 

Каждая точка p на границе участка Ω 
должна быть покрыта хотя бы одной окруж-
ностью радиуса r: 

 

, ( ) 1i i
i

p x p s r       ‖ ‖ /!!(10) 

 

Позиции сканирования si не могут пере-
секаться с препятствиями O: 

 

.,i is S s O    (11) 
 

Каждая выбранная точка сканирования 
должна быть посещена ровно один раз: 

 

, .ij i
j i

y x i


   (12) 

 

, .ij j
i j

y x j


    (13) 

 

Вводятся вспомогательные переменные ui 
для предотвращения образования подциклов: 

 

1, , , 1.i j iju u S y S i j i j        (14) 
 

Таким образом, предложенная ILP-
модель позволяет оптимизировать размеще-
ние точек сканирования с учетом препят-
ствий и минимизации общей длины марш-
рута обхода. 

2.5. Программная реализация. 
Для реализации предложенной методики 

разработана программная система, реализо-
ванная на языке Python, которая объединяет 
обработку геометрических данных, оптими-
зацию маршрута и визуализацию результа-
тов. Основой системы служат библиотеки 
Shapely, PuLP, NetworkX и Matplotlib. 

Ниже приведена диаграмма idf0, иллю-
стрирующая функциональную структуру 

алгоритма, а также соответствующее описа-
ние (рис. 1). 
 

 

Рис. 1. Диаграмма функциональной 
структуры алгоритма 

 
 

Входными данными являются полигон, 
задающий границы участка, полигоны-пре-
пятствия, фиксированный радиус сканиро-
вания 𝑟 и разрешенные зоны для размеще-
ния сканирующих позиций (рис. 2). 

На рис. 2 также приведена условная ви-
зуализация: красные точки соответствуют уг-
лам зданий, зеленые – позициям стояния ска-
нера. 
 

 

Рис. 2. Нанесение начальных  
параметров на карту 
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Предобработка включает дискретизацию 
границы участка с выбором точек с шагом 𝑑, 
обеспечивающим полное покрытие, а также 
генерацию облаков точек для каждой вер-
шины препятствия с целью детальной ап-
проксимации геометрии ограничений. 

После этапа предобработки формируется 
граф G = (S, E), где S – множество допусти-
мых позиций сканирования, а E – ребра, опре-
деляемые евклидовыми расстояниями между 
точками. В этот граф интегрируются допол-
нительные вершины, полученные из облаков 
точек, что позволяет учесть влияние препят-
ствий на маршрут обхода. 

Окончательный оптимизированный марш-
рут визуализируется с помощью Matplotlib, что 
позволяет наглядно оценить расположение 
сканирующих позиций, траекторию обхода  
и влияние препятствий. Полученные резуль-
таты демонстрируют возможность суще-
ственного сокращения времени сканирования 
и снижения материальных затрат за счет оп-
тимизации маршрута и уменьшения числа не-
обходимых станций для сканирования. 

 
Результаты и их обсуждение 

 
В рамках исследования была разработана 

программная система на языке Python, вклю-
чающая модули для обработки данных, по-
строения геометрических моделей исследуе-
мой области, дискретизации пространства 
возможных позиций установки лазерного 
сканера и оптимизации размещения точек из-
мерений методом целочисленного линейного 
программирования (ILP).  

Экспериментальные измерения проводи-
лись в двух различных средах: городской за-
стройке и лесной местности [14]. На примере 
застройки города Барселона (Испания), пред-
ставленной на рис. 3, были выполнены изме-
рения на участках, имеющих различную пло-
щадь [15]. Каждый участок имел одинаковую 
плотность застройки, что позволило исследо-
вать влияние городской инфраструктуры на 
оптимальное распределение точек установки 
лазерного сканера. 

На рис. 3, 4 приведена условная визуали-
зация: красные точки обозначают углы зда-
ний (в городской среде) или вершины препят-

ствий (в лесной среде), зеленые точки – пози-
ции установки сканера, окружности – ради-
усы сканирования, соответствующие макси-
мальной дальности измерений. 
 

 

Рис. 3. Результаты эксперимента  
в городской местности 

 
 

На примере участка, находящегося в Тю-
менской области (Россия), как показано на 
рис. 4, измерения были проведены в лесной 
местности. Здесь участки также имели иден-
тичную плотность препятствий, но в отличие 
от городской среды, на этих участках отсут-
ствовала застройка и пространство было бо-
лее открытым, что позволило изучить влия-
ние природных факторов, таких как рельеф  
и растительность, на результат тестов. Для 
каждой среды было выполнено по шесть те-
стов, что обеспечило репрезентативность 
данных для анализа [16, 17]. 
 

   

   

Рис. 4. Результаты эксперимента  
в лесной местности 

 
 

В каждом эксперименте фиксировался ра-
диус действия сканера и плотность препят-
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ствий (здания и строения, водоемы и другие 
объекты, влияющие на конфигурацию покры-
тия). В базовом случае (отсутствие препят-
ствий) формировался равномерный набор то-
чек размещения, тогда как в сложных сцена-
риях (с наличием препятствий) оптимизация 
позволяла минимизировать число необходи-
мых установок [18, 19]. 

В табл. 1 приведены результаты вычисле-
ний для различных участков в городской 
среде. 
 

Таблица 1 

Результаты вычислений для различных 
участков в городской среде 

Изме-
рения 

Найденное 
количество 
окружностей 

Длина  
маршрута (м) 

Время  
расчета (с) 

A 6 483,31 0,35 
B 11 1 007,95 2,91 
C 16 1 804,68 8,26 
D 26 2 849,37 115,06 
E 36 4 059,16 3 423,07 
F 4 353,04 0,30 

 
Анализ полученных данных показывает, 

что при увеличении площади участка проис-
ходит нелинейное увеличение длины марш-
рута. Время вычислений существенно возрас-
тает в сложных случаях (измерения D и E), что 
обусловлено увеличением количества окруж-
ностей и необходимостью решения более 
сложной оптимизационной задачи [20, 21]. 

Исследование показало, что увеличение 
количества окружностей приводит к росту 
суммарной длины пути, однако оптимальные 
значения достигаются при сбалансированном 
распределении точек сканирования. 

Результаты измерений в лесной среде 
представлены в табл. 2. 
 

Таблица 2 

Результаты измерений в лесной среде 

Изме-
рения 

Найденное 
количество 
окружностей 

Длина  
маршрута (м) 

Время  
расчета (с) 

A 4 211,69 0,14 
B 5 360,99 0,29 
C 5 451,75 0,51 
D 8 743,56 0,78 
E 12 1 031,97 0,92 
F 17 1 738,94 17,78 

При анализе результатов в лесной среде 
важно учитывать влияние плотности расти-
тельности на размещение сканирующих 
окружностей. Более высокая засоренность 
кроны деревьев и неравномерное распределе-
ние стволов создают дополнительные «сле-
пые зоны», в которых линия прямой видимо-
сти оказывается заблокирована.  

Вследствие этого алгоритм вынужден уве-
личивать число скан-позиций и, соответ-
ственно, число окружностей, чтобы компенси-
ровать недостаток покрытия территории в 
труднодоступных участках. При этом наблю-
дается сравнительно более плавный рост 
длины маршрута по мере наращивания числа 
окружностей: небольшие уклонения вокруг 
групп деревьев требуют лишь локального пе-
ремещения, а не полного обхода крупных пре-
пятствий, как это бывает в городской среде.  

Таким образом, плотная растительность 
приводит к росту вычислительной нагрузки  
и числа окружностей (F→17), но не к столь 
резкому удлинению маршрута, что особенно 
важно учитывать при планировании съемки 
лесных массивов и оптимизации времени ра-
боты на местности [22]. 

Анализ данных показывает, что маршруты 
в лесной среде в среднем имеют меньшую 
протяженность, чем в городской, из-за плот-
ности размещения препятствий. Однако уве-
личение количества точек сканирования при-
водит к росту времени вычислений. 

Сравнительный анализ результатов обеих 
сред позволяет сделать вывод о значительном 
влиянии структуры препятствий на эффек-
тивность размещения лазерного сканера. В 
городской среде плотность препятствий уве-
личивает сложность маршрута и требует бо-
лее сложной оптимизации. В лесной местно-
сти, несмотря на наличие препятствий в виде 
деревьев и неровностей рельефа, размещение 
точек сканирования более равномерное и тре-
бует меньших вычислительных затрат [23]. 

Кроме того, было проведено тестирование 
системы на масштабируемость. При увеличе-
нии площади участков наблюдалось экспо-
ненциальное возрастание времени расчетов в 
городских условиях, что указывает на необ-
ходимость дальнейшей оптимизации алго-
ритмов. В лесной среде данный рост был ме-
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нее выражен. Одним из возможных направле-
ний улучшения системы является внедрение 
адаптивных методов разбиения области  
и применения более эффективных эвристиче-
ских подходов к решению ILP-задач [24]. 

Таким образом, результаты исследования 
подтверждают эффективность предложен-
ного подхода к оптимизации размещения ла-
зерного сканера с использованием ILP. Од-
нако дальнейшие исследования могут быть 
направлены на снижение вычислительной 
сложности алгоритма и адаптацию методики 
для различных условий эксплуатации. 

 
Заключение 

 
В ходе проведенного исследования была 

разработана и реализована методика оптими-
зации размещения точек стояния лазерного 
сканера, что обеспечивает полное и равно-
мерное покрытие всей территории участка с 
использованием параметров дальности ска-
нирования.  

В рамках исследования был разработан 
алгоритм, учитывающий ограниченность об-
ласти сканирования и влияние препятствий, 
которые могут блокировать прямую види-
мость между точками измерений установки 
лазерного сканера для эффективного покры-
тия исследуемых территорий.  

Применение метода целочисленного ли-
нейного программирования позволило мини-
мизировать количество точек сканирования 
при сохранении высокого качества данных. 
Экспериментальные результаты, полученные 
для различных типов территорий (городская 
застройка и лесная местность), подтвердили 
эффективность предложенного подхода.  

Методика, разработанная в рамках данной 
исследовательской работы, основана на мо-
дифицированном алгоритме Кристофидеса 
для решения задачи TSP, позволила оптими-
зировать маршрут обхода, минимизировать 
количество необходимых сканирующих зон  
и обеспечить максимально возможное покры-
тие территории, что критически важно для 
повышения точности 3D-идентификации 
объектов в пространстве [25]. 

В дальнейшем планируется расширение 
исследования с учетом дополнительных фак-
торов, таких как динамические изменения  
в структуре застройки и природных объектах, 
а также внедрение адаптивных алгоритмов, 
учитывающих временные и ресурсные огра-
ничения в реальных условиях. 
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Optimizing route planning for efficient territory scanning operations 
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Abstract. The authors present a novel methodology for optimal site traversal using a terrestrial laser 
scanner and combining a modified Christofides algorithm with integer linear programming (ILP). This 
approach tackles the NP-hard problem similar to a variant of the traveling salesman problem, while 
incorporating geometric constraints caused by obstacles in the scanned area. The method discretizes the 
terrain, generates point clouds around obstacle vertices, and constructs a graph of feasible scanning 
positions. Experimental evaluation on both synthetic and real datasets demonstrates that the proposed 
algorithm reduces the number of necessary scanning bypasses and total route length by 12-18% com-
pared to traditional heuristic approaches, without compromising full boundary coverage. Although the 
ILP model’s computational complexity increases with the number of obstacles, it provides high accu-
racy and is well suited for surveying, cadastre, cartography, and engineering diagnostics. The study 
highlights promising areas for future work, including dynamic route adaptation and the integration of 
hybrid optimization techniques to enhance scalability and efficiency.  
 
Keywords: cadastre, laser scanning, the Christofides algorithm, route, optimization, NP-hard problem 
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