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Аннотация. Цель – разработка алгоритма вычисления объема 3D-объекта, не имеющего 
«нависания». В статье представлены результаты разработки алгоритма, который можно ис-
пользовать при определении объема по облаку точек, полученному в процессе лазерного ска-
нирования. В статье приводится краткое описание алгоритма, в завершении показан пример 
программной реализации алгоритма и его апробации. Основные источники информации – све-
дения из открытых литературных источников о методах и алгоритмах автоматизированной 
обработки данных лазерного сканирования. Апробирование работы алгоритма выполнялось  
с применением ГИС-технологий. Объектом для исследования послужили алгоритмы, реали-
зованные в известных методиках обработки данных лазерного сканирования. Исследования 
позволили разработать алгоритм, который основан на применении численного двойного инте-
грирования, объем тела представлен как сумма объемов прямоугольных параллелепипедов, 
реконструкция поверхности производится методом Пуассона. Предложенный метод опреде-
ления объема реализован в программном обеспечении мониторинга природно-технологиче-
ской среды (МПТС). Определение объема выполняется с различным количеством итераций, 
которые дают возможность минимизировать влияние выбора шага сетки на результат расчета 
и увеличить точность полученного результата. Средняя погрешность определения при апро-
бировании алгоритма составила 2 % от общего объема. 
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Введение 
 

Данные лазерного сканирования, полу-
чаемые в процессе мониторинга природно-
технических систем, являются наиболее 
востребованными при анализе геометриче-
ских параметров объектов мониторинга  
и фиксации изменений на площадке. Воз-
можность использования данных стала до-
ступной вследствие развития технологий 

лазерного сканирования, съемочных си-
стем и программных средств обработки 
данных [1–6].   

Развитие методов автоматизированной об-
работки данных дистанционного зондирова-
ния дает дополнительный импульс к исполь-
зованию технологий лазерного сканирования, 
цифровой аэросъемки, беспилотной аэро-
съемки [7–13]. Данные дистанционного зон-
дирования востребованы и используются для 
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решения широкого круга производственных 
задач, в том числе: 

 анализа изменений на строительной 
площадке; 

 контроля результатов строительства 
«план / факт»; 

 определения объема складированных 
сыпучих масс;  

 маркшейдерии разработки карьеров до-
бычи полезных ископаемых; 

 определения характеристик объектов 
мониторинга: наклона опор ЛЭП, стрелы про-
веса провода, габарита приближения провода 
к земле и т. д.; 

 анализа изменений в коридоре трассы 
(трубопроводы, ЛЭП): зарастания, изменения 
рельефа, несанкционированных земляных ра-
бот и др. 

В настоящее время проблемы автоматиза-
ции обработки данных лазерного сканирова-
ния связаны с необходимостью импортозаме-
щения западного программного обеспечения 
(Leica Cyclone [14], Autodesk Civil 3D [15]), 
развитием уже существующих методов, реа-
лизованных в зарубежном и российском про-
граммном обеспечении, разработкой новых 
методов и алгоритмов, более подходящих для 
решения производственных задач, в том 
числе учитывающих неравномерность дан-
ных, получаемых в процессе лазерного скани-
рования [16, 17]. 

В процессе исследования научной литера-
туры и апробации обработки данных на прак-
тике было определено, что метод Пуассона 
предпочтителен для сложно детализируемой 
поверхности [16, 18], в отличие от распро-
страненного метода Делоне, который обычно 
используется для построения поверхности  
и последующего вычисления объемов в про-
граммных пакетах (Autodesk Civil 3D [15], 
ArcGIS [19]). 

В настоящей статье приводятся резуль-
таты разработки математического алгоритма 
определения объема объекта, не имеющего 
«нависания», по данным лазерного сканиро-
вания и его программной реализации, предла-
гается реализация реконструкции поверхно-
сти Пуассона. В отличие от распространен-
ного метода триангуляции Делоне данный 
метод учитывает вероятную неравномер-

ность данных, получаемых в процессе назем-
ного лазерного сканирования. Также реализо-
ванный метод предусматривает несколько 
итераций по определению объема для получе-
ния более достоверного результата. 

 
Существующие методы 

 
В настоящее время рассматриваемая пред-

метная область остается актуальной. Россий-
ские и зарубежные ученые разрабатывают но-
вые алгоритмы, рассматриваются вопросы 
повышения точности реконструкции поверх-
ности, улучшения сегментации и распознава-
ния, а также повышения производительности 
уже созданных методов и алгоритмов: 

– классификации рельефа и построения 
его цифровой модели [20–23];  

– автоматической классификации точек 
лазерного отражения (разделение на классы: 
земля, растительность, крыши зданий, объ-
екты ниже уровня отметок земли) [24]; 

– реконструкции поверхности: Ball-Pivoting 
(поворот шара), Poisson Surface Reconstruction 
(реконструкция поверхности Пуассона), Power 
Crust (силовая корка), Marching Cubes (шагаю-
щие кубы), методы на основе триангуляции Де-
лоне (альфа-формы и фильтрация Вороного) 
[11, 17, 18, 25–29]; 

– извлечения объектов цилиндрической 
формы из облака лазерного сканирования [30]; 

– определения геометрических параметров 
объектов мониторинга, таких как определение 
параметров элементов опор ЛЭП [31] и др. 

В процессе анализа существующих методов 
и алгоритмов обработки данных лазерного ска-
нирования, реконструкции поверхности был 
сформирован и реализован в программном 
обеспечении [32] алгоритм вычисления объема 
объекта, не имеющего «нависания».  

 
Метод вычисления объема 3D-объекта, не 

имеющего «нависания» 
 

Предлагаемый алгоритм реализован на ос-
нове использования численного двойного ин-
тегрирования: объем тела можно представить 
как сумму объемов прямоугольных паралле-
лепипедов. Погрешность вычисления объема 
определяется шагом дискретизации r и имеет 
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порядок r3. В дальнейшем при необходимости 
погрешность может быть снижена как за счет 
более точного определения формы тел на гра-
нице контура, так и за счет более точного 
учета формы поверхности, например, замены 
параллелепипеда усеченной призмой. 

Следует иметь в виду, что чрезмерное 
уменьшение значения шага r приведет к потере 
параллелепипедов, попадающих между точ-
ками облака и возрастанию ошибки вычисле-
ния объема. Оптимальным является значение r, 
имеющее тот же порядок, что и плотность рас-
стояния, представляющее собой среднее рас-
стояние между каждой парой ближайших точек 
облака. Для оценки плотности расстояния 
можно воспользоваться соотношением 

 

   max min max min ,
x x y y

d
N

  
      (1) 

 

где xmin, xmax, ymin, и ymax – минимальные и мак-
симальные значения соответствующих коор-
динат точек облака, а N – количество точек 
облака. Эта информация обычно содержится 
в метаданных облака. Тогда значение шага 
дискретизации r рекомендуется задать в диа-
пазоне 

 

1,5 2,5 .d r d                         (2) 
 

Такой шаг обеспечит оптимальный размер 
основания параллелепипедов, не допустив их 
потери и обеспечив более точное вычисление 
объема. 

Алгоритм принимает на вход точки за-
мкнутой полилинии основания «холма» или 
«впадины»: контур, заданный координатами 
(xi, yi, zi) его n узлов, i = 1...n. Отметим, что 
при n > 3 узлы в общем случае не лежат в од-
ной плоскости. 

Алгоритм содержит следующие шаги. 
1. Вырезание части облака, находящегося 

внутри контура. Все дальнейшие расчеты 
происходят на этом вырезанном облаке.  

2. Построение поверхности, проходящей 
через узловые точки, методом триангуляции 
Делоне или построение аппроксимирующей 
плоскости, расстояние от которой до узловых 
точек минимально. В данном алгоритме пред-
ложен вариант с аппроксимирующей плоско-
стью, так как он проще, быстрее и обеспечи-

вает точность, достаточную для решения 
большинства практических задач. 

Уравнение плоскости ищется в общем виде 
 

0.Ax By Cz D              (3) 
 

Значения коэффициентов A, B, C, D, при 
которых сумма расстояний S от плоскости до 
узловых точек контура минимальна, нахо-
дятся методом наименьших квадратов. Для 
этого решается система уравнений частных 
производных по каждому неизвестному: 
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(4) 

 

Если в результате решения системы (4) 
получилось значение C = 0, то средняя плос-
кость основания перпендикулярна плоскости 
XOY, алгоритм возвращает V = 0 и прекра-
щает работу. 

3.  Определение типа рассчитываемого 
объема (положительной формы рельефа – 
«холм» или отрицательной – «впадина»). По-
строение профиля между точками контура 
(xmin, yi, zi) и (xmax, yj, zj) и определение сред-
него значения координаты zav профиля. При-
знак рассчитывается как 

 

1,  если  ;
2

1,  если .
2

i j
av

i j
av

z z
z

f
z z

z


    

        (5) 

 

При f = –1 мы имеем дело с «впадиной», 
при f = 1– с «холмом». 

4. Построение плоскости , проходящей па-
раллельно плоскости XOY через точку с коор-
динатами (xi, yi, zm), где zm = min(zi ⸱ f), i=1...n. 
Задание регулярной сетки на плоскости . Шаг 
сетки r, одинаковый по осям OX и OY, задается 
с учетом соотношений (1) и (2). Интерес пред-
ставляет сетка под / над облаком, ограниченная 
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прямоугольником с координатами вершин 
(xmin, ymin), (xmin, ymax), (xmax, ymin), (xmax, ymax). 

5. Восстановление поверхности из облака 
точек с использованием одного из известных 
методов – альфа-формы, поворота шара, ша-
гающих кубов, реконструкции Пуассона или 
других. Построение Q – полигональной по-
верхности облака точек (рис. 1).  

6. Определение координат zQ
ij полиго-

нальной поверхности относительно плоско-
сти  (за вычетом zm) в узловых точках сетки 
(xi, yj), i = 0...n, j = 0...m. Здесь 

 

max minx x
n

r

    
, max miny y
m

r

    
.   (6) 

 

Операция  a  – наименьшее целое, боль-

шее либо равное a, ближайшее целое справа. 
Если в узле с координатами i и j нет точек по-
верхности, принимаем zQ

ij = 0. 
 

 

Рис. 1. Определение координат 
полигональной поверхности относительно 

средней плоскости 
 

 
7. Определение относительных координат 

zP
ij, плоскости 0 Ax By Cz D    в узловых 

точках сетки (xi, yj), i=0...n, j=0…m: 
 

, 0

                          0,  0  

i j Q
m ijP

ij
Q
ij

D Ax By
z z
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z

 
 

 
 

.      (7) 

 

8.  Расчет объема производится суммиро-
ванием объемов всех n × m прямоугольных 
параллелепипедов, основание которых соот-
ветствует ячейке сетки, а высота h рассчиты-
вается как среднее арифметическое высот то-
чек в углах ячейки: 

 

 2

0 0
.

n m

ij
i j

V r h
 

                  (8) 

 

При необходимости при расчете hij вместо 
среднего арифметического можно взять более 
точную метрику, основанную не на значениях 
координаты zij в узлах решетки, а учитываю-
щую значения координаты z внутри ячейки. 

9.  По формулам (6)–(8) рассчитываются 
объемы VQ и VP, ограниченные внутри за-
данного контура горизонтальной плоско-
стью   и, соответственно, поверхностью Q 
или плоскостью P. 

10. Искомый объем вычисляется как раз-
ность объемов под пуассоновской поверхно-
стью Q и под аппроксимирующей плоско-
стью P (в случае «впадины» – над ними):  

 

.Q PV V V        (9) 
 

Значение V получается отрицательным для 
«впадины» и положительным для «холма». 

 
Обсуждение 

 
Предложенный метод определения объ-

ема реализован в программном обеспечении 
МПТС [32].  

Реализованный в нем инструмент определе-
ния объема позволяет управлять количеством 
итераций по определению объема (рис. 2). Чем 
больше количество измерений, тем ближе по-
лученное значение к искомому. Итерации нам 
нужны для того, чтобы минимизировать влия-
ние выбора шага сетки на результат расчета. 
Таким образом, увеличивая количество итера-
ций, мы увеличивали точность полученного ре-
зультата. 
 

 

Рис. 2. Инструмент определения объема  
в МПТС 
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Для определения объема объекта, получен-
ного в результате лазерного сканирования, 
можно использовать также вероятностный под-
ход, в частности, метод Монте-Карло [33].  

Суть метода состоит в следующем. Объект 
вырезается из облака и заключается внутрь 
призмы заданного размера. Затем генерируется 
множество мощностью N случайных точек, 
равномерно распределенных по всему объему 
призмы. Часть сгенерированных точек попадет 
внутрь объекта, часть останется за его преде-
лами. Искомый объем при достаточно большом 
N будет близок к величине, равной объему 
призмы, умноженному на отношение количе-
ства сгенерированных точек, оказавшихся 
внутри целевого объекта, к общему количеству 
сгенерированных точек.  

Достоинствами метода являются его про-
стота, возможность определения объемов 
объектов сложной формы, метод не требует 
реконструкции поверхности. Среди недостат-
ков отмечается то обстоятельство, что по-
грешность метода зависит от количества сге-
нерированных точек, при этом увеличение их 
количества увеличивает и время вычислений. 
Точность оценки также зависит от качества 
исходного облака точек. Определенную 
сложность представляет реализация критерия 
попадания точки внутрь целевой области. 

 
Заключение 

 
В рамках исследования была выполнена 

программная реализация математического 

алгоритма определения объема трехмерного 
объекта, не имеющего «нависания». Разрабо-
танное программное обеспечение было апро-
бировано в процессе строительства объекта 
капительного строительства. Так, при апроби-
ровании алгоритма средняя погрешность опре-
деления составила 2 % от общего объема. Реа-
лизованный программный компонент позво-
ляет контролировать объемы материалов на 
строительной площадке (кучи песка, щебня на 
строительных площадках, поддоны с кирпичом 
и т. д.) и может использоваться при создании 
программных решений для информационного 
обеспечения строительных работ. 

Положительные результаты апробации ал-
горитма обработки облаков точек позволяют 
предположить, что аналогичным образом мо-
гут быть реализованы алгоритмы определения 
геометрических параметров объектов монито-
ринга, таких как определение параметров эле-
ментов опор ЛЭП, стрелы провеса провода, га-
барита приближения провода к земле и других 
параметров, информация о которых необхо-
дима для обеспечения безопасной эксплуата-
ции объектов инфраструктуры. 

Огромное поле деятельности с примене-
нием разработанного программного продукта 
существует при решении геологических за-
дач: определение объема выработки карьеров 
по данным периодических съемок, вычисле-
ние объемов вулканических куполов, кону-
сов, лавовых и пирокластических потоков, 
имеющих самые разнообразные формы и ге-
незис [34–37]. 
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Abstract. The purpose of the work is to develop an algorithm for calculating the volume of a 3D 
object that does not have an overhang. The article presents the results of the development of an algo-
rithm that can be used to determine volume from a point cloud obtained during laser scanning. The 
article provides a brief description of the algorithm, and concludes with an example of a software 
implementation of the algorithm and its testing. The main sources of information are information 
from open literature sources on methods and algorithms for automated processing of laser scanning 
data. The algorithm was tested using GIS technologies. The object of the study was algorithms im-
plemented in well-known methods of processing laser scanning data. The research allowed us to de-
velop an algorithm based on the use of numerical double integration, the volume of a body is repre-
sented as the sum of the volumes of rectangular parallelepipeds, and the surface is reconstructed using 
the Poisson method. The proposed volume determination method is implemented in the MPTS soft-
ware. The volume determination is performed with a different number of volume determination iter-
ations, which make it possible to minimize the impact of choosing the grid step on the calculation 
result and increase the accuracy of the result. The average error of the determination during testing 
of the algorithm was 2% of the total volume. 
 
Keywords: point cloud, laser scanning, surface reconstruction, Delaunay triangulation, Poisson 
method, geoinformation technologies, land monitoring 
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