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В современных тахеометрах учет рефракции производится через введение коэффициента рефракции  

в память прибора. В статье выводятся формулы определения коэффициента рефракции по результатам 
геодезических измерений зенитных расстояний, горизонтальных проложений, превышений и приведены 
результаты натурных исследований. Предложена методика создания вертикального базиса, под которым 
понимается геодезическое построение, состоящее из закрепленных на вертикальной поверхности точек 
на одной отвесной линии и точек на местности, превышения между которыми определены с высокой 
точностью. Приведены результаты экспериментальных исследований по определению суточного хода 
коэффициента рефракции, который показал, что утром и ночью значения коэффициентов рефракции 
имеют значения положительные, а днем и вечером – отрицательные. Рекомендовано на строительной 
площадке для повышения точности результатов определять коэффициент рефракции каждые полчаса. 
Изменение коэффициента в течение получаса не должно превышать 0,2. Если коэффициент рефракции 
будет превышать это значение, то в результаты измерений необходимо будет вводить поправки за ре-
фракцию. 

 
Ключевые слова: вертикальная рефракция, коэффициент рефракции, тригонометрическое ниве-

лирование, электронный тахеометр 
 

Введение 
 

При внедрении электронных тахеометров 
в геодезическое производство они стали ос-
новными приборами для геодезического со-
провождения строительства [1–7]. Эти при-
боры используются, в том числе и для опре-

деления превышений тригонометрическим 
нивелированием при мониторинге деформа-
ций возводимых зданий и строительных кон-
струкций [8–17]. Так, ГОСТ 24846–2012 [18] 
рекомендует использовать тригонометриче-
ское нивелирование при определении верти-
кальных перемещений при II–IV классах 
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точности измерений. При II, III и IV классах 
точности допустимые ошибки измерения 
вертикальных перемещений составляют со-
ответственно 2, 5, 10 мм. При этом измере-
ние вертикальных перемещений методом 
тригонометрического нивелирования реко-
мендуется проводить короткими визирными 
лучами (до 100 м). Однако, как показывает 
практика, при проведении работ на строи-
тельной площадке расстояния от тахеометра 
до визирных целей часто превышают 100 м, 
используется при этом, как правило, одно-
стороннее тригонометрическое нивелирова-
ние. В качестве визирных целей в большин-
стве случаев используются отражательные 
пленки (ОП) или отражатели с креплением  
к поверхности. Однако исследований  
по учету вертикальной рефракции – основ-
ного фактора, ограничивающего точность 
тригонометрического нивелирования, на ко-
роткие расстояния для условий реального 
производства крайне мало. Как правило, эта 
задача решается путем введения в память 
электронного тахеометра коэффициента ре-
фракции, который может изменяться от – 6 
до + 6 [19]. Поэтому задача обобщения спо-
собов определения коэффициента рефрак-
ции геодезическими методами и его учета 
для расстояний от электронного тахеометра 
до визирных целей до 200 м является задачей 
актуальной. 

 
Способы определения  

коэффициента рефракции 
 

При одностороннем тригонометрическом 
нивелировании превышение h между пунк-
тами вычисляется по формуле [20] 

 
ctgh d z i l f    ,                (1) 

 
где d – горизонтальное проложение между 
пунктами; z – зенитное расстояние; i – высота 
прибора; l – высота визирной цели; f – по-
правка за совместное влияние кривизны 
Земли и рефракцию.  

Поправка f  выражается формулой [21] 
 

21

2

k
f d

R


 .                        (2) 

Здесь R – радиус Земли; k – коэффици-
ент рефракции, который находится по фор-
муле [19] 

 

c

R
k

R
 , 

 
где cR   – радиус световой кривой.  

Совместная поправка f состоит из двух 
поправок: поправки за кривизну Земли 

2

2

d
K

R
  и поправки за рефракцию  

 
2

2

kd
r

R
 .                           (3) 

 
Средняя квадратическая ошибка (СКО) 

hm  превышения, определенного тригономет-

рическим нивелированием, вычисляется по 
формуле 

 
22

2 2 2 2 2 2
2 2

ctg ,
sin ρ

z
h d i l f

md
m z m m m m

z
       (4) 

 

где ,, , ,d z i l fm m m m m – СКО определения со-

ответственно горизонтального проложения, 
зенитного расстояния, высоты прибора, ви-
зирной цели и суммарной поправки за  кри-
визну Земли и рефракцию. 

Для того чтобы оценить точность опреде-
ления превышения без учета ошибок за кри-
визну Земли и рефракцию, в формуле (4) при-
мем im = 1 мм, 0lm   (так как визирование 

проводится на ОП), а fm  пока не будем учи-

тывать. 
Исходя из вышесказанного, СКО превы-

шения будет вычисляться по формуле 
 

22
2 2 2 2

2 2
ctg .

sin ρ
z

h d i
md

m z m m
z

      

 
Ниже (табл. 1) приводится предрасчет  

точности одностороннего тригонометриче-
ского нивелирования при условии 1zm  ,  

dm = 2 мм. 
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Таблица 1 

Результаты предрасчета точности 

             z 
d 85  80  70  60  50  40  30  

40 1,03 1,08 1,15 1,54 1,97 2,60 3,63 

50 1,04 1,09 1,16 1,55 1,98 2,61 3,64 

60 1,06 1,10 1,28 1,56 1,99 2,62 3,65 

70 1,07 1,11 1,29 1,58 2,00 2,64 3,67 

80 1,09 1,13 1,30 1,59 2,02 2,65 3,69 

90 1,11 1,15 1,32 1,61 2,03 2,67 3,71 

100 1,13 1,17 1,34 1,63 2,05 2,69 3,73 

150 1,25 1,29 1,46 1,74 2,17 2,82 3,89 

180 1,34 1,38 1,55 1,83 2,26 2,92 4,01 

190 1,37 1,41 1,58 1,86 2,29 2,96 4,05 

200 1,41 1,45 1,61 1,89 2,33 2,99 4,09 
 
Из табл. 1 видно, что при уменьшении зе-

нитных расстояний с 85 до 30° СКО определения 
превышения увеличивается примерно в 3 раза,  
а при увеличении расстояний с 40 до 200 м hm  

увеличивается максимально в 1,4 раза. Поэтому 
следует рекомендовать использование тригоно-
метрического нивелирования при зенитных рас-
стояниях более 60º градусов, а влияние рефрак-
ции, чтобы оно было пренебрегаемо мало, 
должно быть в три раза меньше, т. е. на уровне 
0,7 мм.  

Вычислим, каким изменением коэффици-
ента рефракции можно пренебречь. Из фор-

мулы (3) выразим 
2

2Rr
k

d
 . При полученном 

ранее пренебрегаемо малом влиянии рефрак-
ции r = 0,7 мм и d = 200 м получим k = 0,2.  

Перейдем теперь к обобщению способов 
определения коэффициента рефракции. По 
результатам одностороннего тригонометри-
ческого нивелирования из формулы (1) легко 
получить формулу 

 

2

2
1 ( ctg )

R
k h d z i l

d
     .        (5) 

 
Допустим, что измерения электронным 

тахеометром выполняются на ОП, поэтому 
примем l = 0. Подставив в формулу (5) вместо 
h значение превышения теорh  на вертикаль-

ном базисе, получим: 

теор2
1 ctg

hR i
k z

d d d

 
    

 
.         (6) 

 
Отметим, что под вертикальным базисом 

будем понимать геодезическое построение, 
состоящее из закрепленных на вертикальной 
поверхности точек на одной отвесной линии 
и точек на местности, превышения между ко-
торыми определены с высокой точностью. 

Для определения коэффициента рефрак-
ции могут использоваться также измеренные 
зенитные расстояния и их теоретические зна-
чения теорz  [22]. При l = 0 из формулы (1) 

 

теор
теорctg

2

h i d
z

d R


  . 

 
Для вычисления коэффициента рефракции 

найдем изм теорz z z   . Считая, что влияние 

рефракции можно, с одной стороны, вычислить  

по формуле [19] 
ρ

d z
r





, а с другой стороны, 

по формуле (3), получим 
2

ρ 2

d z kd

R





. И окон-

чательно будем иметь 
 

2

ρ

R z
k

d





.                          (7) 
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Третий способ определения коэффици-
ента рефракции получим, приняв значение 
превышения из геометрического нивелирова-
ния ( теорh )  за безошибочное значение и свя-

зав его с превышением из тригонометриче-
ского нивелирования ( триг .н.h ) без учета по-

правки за кривизну Земли: 
 

2

теор триг .н 2

kd
h h

R
  . 

 
Окончательно: 
 

триг.н. теор
2 2

2 ( ) 2R h h R h
k

d d

 
  ,     (8) 

 
где триг .н теор.h h h    

 
Методика построения  
вертикального базиса 

 
Очевидно, что при построении вертикаль-

ного базиса необходимо принимать меры для 
определения превышения с как можно мень-
шей СКО. Для реальных условий строитель-
ной площадки эту ошибку можно принять 
равной 0,5–0,7 мм. Предлагается для создания 
базиса использовать идею определения пре-
вышений «во всех комбинациях». 

Пример вертикального базиса приведен 
на рис. 1.  

 

 

Рис. 1. Схема вертикального базиса 

Для создания базиса на стене здания на од-
ной отвесной линии в точках A, B, C были за-
креплены три отражающие пленки ОП, а на 
поверхности земли закреплена т. O (см. рис. 1), 
и разными способами измерены расстояния 

1 7d d  (рис. 2), а превышение h  определено 

геометрическим нивелированием. 
 

 

Рис. 2. Схема измерения  
вертикальных расстояний 

 
 

Высота прибора 1d  измерена 3 раза спосо-

бом передачи отметки с помощью нивелира  
с СКО 0,1 мм (здесь и далее СКО вычислены 
по формуле Бесселя); 2d – расстояние от ви-

зирной оси прибора до т. С (измерено  9 раз 
электронным тахеометром с насадкой верти-
кального проектирования с СКО 0,5 мм); 3d  – 

расстояние от т. С до т. В; 4d – расстояние от 

т. В до т. А (расстояния 3d , 4d  измерены по 

5 раз каждое компарированной рулеткой  
c СКО 0,3 мм); 5d – расстояние от т. 0 до т. С 

измерено 4 раза компарированной рулеткой  
с СКО 0,6 мм; а расстояния 6d , 7d  от визир-

ной оси прибора до точек В, А измерены по  
9 раз электронным тахеометром с насадкой 
вертикального проектирования с СКО 0,5  
и 0,3 мм соответственно. 

Превышения между точкой т. 0 и точками 
А, В, С получены после уравнивания корре-
латным способом [23]. Для этого были со-
ставлены три условных уравнения связи 

 

1 2 5 0d d d     ; 
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2 3 6 0d d d     ; 

2d  + 3d  + 4d  – 7d  = 0, 
 

где id – уравненные значения измеренных ве-

личин. 
Запишем условные уравнения поправок  

в матричном виде 0AV W  , где  А – мат-
рица коэффициентов условных уравнений по-
правок, 
 

А = 
1 1 0 0 1 0 0
0 1 1 0 0 1 0
0 1 1 1 0 0 1

 
 

  
; 

V – вектор поправок к результатам измере-
ний; W – вектор невязок,  
 

TW   1,0 0,1 2,0   мм. 

 
После реализации формул коррелатного 

способа 0NK W  , где N= TAQA – матрица 
коэффициентов нормальных уравнений; Q – 
диагональная матрица обратных весов изме-
рений; K – вектор коррелат, который нахо-

дится по формуле 1K N W  ; TV QA K . 
Получен вектор поправок к результатам из-
мерений 

 

 0,04 0,10 0,03 1,39 1,05 0, 23 0, 48TV        мм. 
 

Для оценки точности полученных  
результатов [24] вычислена по формуле 

1

μ
TV Q V

r


  СКО единицы веса (она ока-

залась равной 1,95 мм), а также обратная  
весовая матрица уравненных значений  
измеренных величин d AQ Q Q   , где 

1( )T T
AQ E QA AQA A  . СКО расстояний 

1 7d d   составили 0,29; 0,76; 0,24; 0,92; 0,79; 

0,76; 0,75 мм соответственно.  
Для того, чтобы определить ошибки пре-

вышений точек C, В, A над точкой 0, составим 
вектор-функцию [25] 

 

5

1 6

1 7

C

B

A

h d

h d d

h d d

  
         
       

 

 

и найдем обратную весовую матрицу  вектор-

функции по формуле T
dQ FQ F  , где F – 

матрица частных производных. В результате 
получим 

 

0,10 0,10 0,03

0,10 0,10 0,03

0,03 0,03 0,10

Q

 
   
  

. 

 

Тогда СКО уравненного превышения т. С 

над т. 0 будет μ 1,95 0,10
Ch сm Q     

0, 62  мм. Аналогично СКО превышений  
т. В и т. А будут равны 0,62 и 0,63 мм соот-
ветственно. 

Превышение между т.3 и т.0 (см. рис. 1) 
определялось геометрическим нивелирова-
нием цифровым нивелиром Trimble DiNi 0.3  
с СКО измерения превышений 0,3 мм/км 
двойного хода. Так как длина хода составила 
161 м, то СКО этого превышения будет выра-

жаться формулой 0,3 0,161hm   и составит 

0,12 мм. И тогда СКО превышения т. С над  
т. 3 может быть вычислена по формуле 

2 2
СС h hm m m   = 2 20,62 0,12  = 0,63 мм. 

Аналогично определяются СКО превышения 
точек В и А: 0,63 ммВm  , 0,64 ммАm  . 

Таким образом, превышения вертикального 
базиса определены с СКО на уровне 0,6 мм. 

 
Определение коэффициента рефракции  

на вертикальном базисе 
 

Для определения суточного хода рефрак-
ции на вертикальном базисе были проведены 
полевые экспериментальные исследования 26 
и 27 июня 2019 г. Для исследования рефрак-
ции на удалении 161 м от вертикального ба-
зиса была закреплена т. 3.  

Измерение зенитных расстояний и наклон-
ных расстояний выполнялось электронным 
тахеометром Leiсa Viva TS 16 M R500  
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c СКО измерения углов 1"  и  расстояний 
6( )2мм  2 10 D   , где D – измеренное рас-

стояние в мм. 
Измерения выполнялись с 8:20 ч. 26 июня 

до 4:40 ч. 27 июня 2019 г. (всего выполнено  
19 циклов измерений) при перепаде темпера-
туры в 3º (от + 16 до +19 ºС). Давление остава-
лось постоянным (764 мм рт. ст.), а сила ветра  
постоянно менялась. В табл. 2 выборочно 
представлены значения измер теорz z z     

и триг.н теорh h h   , а значения коэффициен-

тов рефракции получены по различным фор-
мулам. 

На графике (рис. 3) представлены значе-
ния коэффициентов рефракции, полученные 
по формуле (6), при выполнении измерений 
на т. С. 

Проанализировав полученные резуль-
таты, можно сделать следующие выводы: 

– значения коэффициентов рефракции, 
вычисленные по предложенным формулам 
(6)–(8), практически совпадают и значит, все 
формулы корректны и могут применяться как 
независимые, так и взаимозаменяемые; 

– утром и ночью значения коэффициен-
тов рефракции имеют значения положитель-
ные, а днем и вечером – отрицательные.  

 
Таблица 2 

Изменения коэффициентов рефракции 

Время  
измерений z   ∆h, мм 

Коэффициенты рефракции,  
вычисленные по формулам 

(6) (7) (8) 
8:20 +1,9 –0,5 +0,39 +0,38 +0,38 
9:30 +2,5 +0,7 +0,98 +1,00 +1,00 
12:30 +1 –0,5 +0,41 +0,38 +0,41 
15:05 0 –1,3 0 0 0 
17:00 +1 –0,4 +0,43 +0,39 +0,43 
18:50 –0,5 –1,4 –0,17 –0,19 –0,17 
19:30 +0,5 +0,9 +0,20 +0,19 +0,20 
21:05 –1 –0,8 –0,37 –0,38 –0,38 
22:35 –1,6 –0,6 –0,62 –0,63 –0,64 
01:50 +0,5 +0,4 +0,21 +0,19 +0,20 
02:30 –0,5 –0,4 –0,18 –0,19 –0,18 
04:40 0 0 +0,01 0 0 

 

 

Рис. 3. Изменение k при визировании на т. С 
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Заключение 
 
1. Предложена методика создания верти-

кального базиса, в основу которого положена 
идея выполнения измерений «во всех комби-
нациях». 

2. Обобщены формулы определения ко-
эффициентов рефракции по результатам из-
мерений на вертикальном базисе, по измерен-
ным и известным зенитным расстояниям, по 
разностям измеренных тригонометрическим 
нивелированием и известным из геометриче-
ского нивелирования превышений. Коррект-
ность формул подтверждена натурными ис-
следованиями. 

3. Проведен эксперимент по определению 
коэффициента рефракции в течение суток, он 
показал, что значения коэффициентов ре-
фракции в период проведения эксперимента 
менялись в пределах от – 0,98 до +1,31. 

4. Предлагается на строительной пло-
щадке на расстояниях от тахеометра до визир-
ных целей до 200 м для повышения точности 
результатов определять k каждые полчаса.  
Изменение k  в течение получаса не должно 
превышать 0,2, тогда изменение значений k не 
будет влиять на результаты нивелирования. 
Если k будет превышать это значение, то в ре-
зультаты измерений необходимо будет вво-
дить поправки за рефракцию. 
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Taking into account the refraction in modern total station is performed by inputting the refraction coef-

ficient into the memory of the device. The article develops a formula to determine the refraction coefficient 
based on geodetic surveys (zenith distances, horizontal positions, elevations) and provides field survey results. 
The article proposes the method for creation of the vertical basis (a geodetic structure consisting of the points 
fixed on a vertical plane on one vertical line and ground points with highly accurate differences in elevations 
determined between them).The article provides experimental survey results in determining the diurnal varia-
tion of the refraction coefficient which showed that in the morning and at night the refraction coefficient values 
are positive, and in the day and in the evening they are negative. There is a recommendation for the construction 
site to determine the refraction coefficient every half hour to increase the accuracy of the results. The variation 
of the coefficient within half hour shall not exceed 0.2. If the refraction coefficient exceeds this value, then 
refraction corrections shall be introduced in the measurement results. 
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