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В связи с широким применением ГНСС-технологий в геодезической практике возникает задача пе-

рехода от прямоугольных пространственных координат точек к пространственным геодезическим ко-
ординатам, которые необходимы для перехода к плоским прямоугольным координатам в проекции 
Гаусса – Крюгера. Авторами предложены пять алгоритмов  преобразования прямоугольных координат 
пунктов в плоскости меридианного эллипса в геодезические высоты и широты. Первые два алгоритма 
связаны геометрическими соотношениями точки пересечения эллипса с нормалью, проходящей через 
пункт, в котором были получены прямоугольные пространственные координаты. В основе формул дру-
гих трех алгоритмов лежат геометрические соотношения точки пересечения меридианного эллипса  
с прямой, соединяющей  пункт с  центром кривизны меридиана. В результате экспериментов получены 
отклонения вычисленных широт и высот от эталонных значений заданной сетки геодезических коор-
динат. Формулы тестировались не только для пунктов под земной поверхностью и на ней, но и вне 
Земли на разных высотах вплоть до высоты 20 000 км. 
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Введение 

 
В настоящее время в научной литературе 

и учебниках представлено более полутора де-
сятков способов вычисления геодезических 
высот и широт пунктов по прямоугольным 
координатам [1–20]. Способы вычисления 
геодезических широт по пространственным 
прямоугольным координатам, выполненные 
путем использования дифференциальных по-
правок, описаны в [21, 22]. 

В данной работе экспериментально иссле-
дована точность и выполнено сравнение пяти 

алгоритмов преобразования прямоугольных 
координат пунктов в системе координат ме-
ридианного эллипса в геодезические широты 
и высоты (по критериям точности и простоте 
формул). Известно, что формулы прямого пе-
рехода от геодезических широт и высот к пря-
моугольным координатам меридианного эл-
липса являются точными и имеют вид [2] 

 
( ) cosX N H B= + ;                  (1) 

 
2( )sinY N H Ne B= + − .              (2) 
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Путем изменения  широт и высот (В = 15, 
30, 45, 60, 75º;  H = –1, 0, 1, 10, 100, 1 000, 
10 000, 20 000 км), по  формулам (1) и (2) 
определяется сетка эталонных значений пря-
моугольных координат в плоскости мери-
дианного эллипса. Решая обратную задачу 
перехода от прямоугольных координат к гео-
дезическим, в зависимости от точности фор-
мул алгоритмов преобразования, будут полу-
чены различные отклонения вычисленных 
широт и высот от эталонных значений задан-
ной сетки геодезических широт и высот. 
Ниже представлены формулы, реализован-
ные в пяти алгоритмах.  

 
Алгоритм 1 

 
На рис. 1 изображена нормаль к эллипсо-

иду, проходящая через заданную точку.  
 

 
Рис. 1. Нормаль к эллипсоиду,  

проходящая через заданную точку 
 
 
В первом алгоритме  из решения системы 

двух уравнений (3), (4) с двумя неизвестными 
определяется точка пересечения меридиан-
ного эллипса с нормалью, проходящей через 
заданный пункт: 

 

( ) ( )2 2
0

a X x b Y y
x y
− −

− =             (3) 

2 2

2 2 1x y
a b

+ =                          (4) 

 
где X, Y – координаты пункта; x, y – искомые 
координаты точки пересечения нормали 
(уравнение (3)) и эллипса (уравнение (4)); a, 
b – большая и малая полуоси эллипсоида. 

Здесь выражение (3) является уравнением 
нормали, а  выражение (4) – уравнением эл-
липса. 

Для решения системы уравнений требу-
ется замена переменных. Если сделать замену 
переменных в выражениях (3) и (4) 

 
XX
x

= ;  YY
y

= ,                  (5) 

 
то, в результате подстановки, осуществляется 
переход к алгебраическому уравнению чет-
вертой степени 

 
2 2 2

4 2 3 4 2
2 2

2 2
2 2 2

2 2

2

2 0,

X Y YX e X e e
a a

e eX X X X
a a

 +
− + − + ×  

 

× + − =

 

 

   (6) 

 

где 2e –  квадрат первого эксцентриситет эл-
липсоида вращения.  

В зависимости от вида подстановки, урав-
нения четвертой степени у разных авторов [4, 
17, 20] немного отличаются от уравнения (6). 
По-видимому, первым предложил выполнять 
преобразование координат с использованием 
алгебраического уравнения четвертой сте-
пени H. Vermeille [20]. Для решения исполь-
зуется способ Феррари [23].  

После определения X  из решения уравне-
ния (6), вычисляются координаты точки пере-
сечения по формулам 

 
Xx
X

=


;  
2

2(1 )
X ey

e
−

=
−



.                 (7) 

 
Широта и высота определяются из соотно-

шений 
 

2arctg
(1 )

yB
x e

 
=  

− 
;                 (8) 

 

( )2 2cos sin 1 sinH X B Y B N e B= + − − , (9) 

 
где N – радиус кривизны первого вертикала, 
для определения которого может использо-
ваться формула 

y 

x 

X, Y 

x, y 

a 

b
 

H 

N B 

, 
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2 21 sin

aN
e B

=
−

.                (10) 

 
Необходимо отметить, что формулы дан-

ного перехода являются, с одной стороны, 
строгими, но с другой стороны, – сложными 
из-за необходимости решения алгебраиче-
ского уравнения четвертой степени.  
 

Алгоритм 2 
 

Второй алгоритм получен на основе связи 
координаты x точки пересечения нормали  
с меридианным эллипсом c приведенной ши-
ротой 
 

cosx a U= .                      (11) 
 

Подставляя это соотношение в формулы (5) 
и (6) , также получено алгебраическое уравне-
ние четвертой степени 
 

4 3 2cos cos cos
cos 0,

A U B U C U
D U E
+ + +

+ + =
    (12) 

 

где 4 4 2A a e X= ; 3 2 32B a e X= − ; 2 2 2 4[C a X a e= − −  
2 2 2(1 ) ]X e Y− − − ; 4 4 2D a e X= − ; 2 4E a X= − . 
Однако в этом случае легко находятся про-

изводные по приведенной широте U и можно 
не решать уравнение четвертого порядка,  
а уточнить приближенное значение приведен-
ной широты с использованием производных. 
В работе уточнялась широта только по первой 
производной.  

Вычислим приведенную широту точки пере-
сечения с эллипсоидом радиуса-вектора пункта 
 

0 2
arctg

1

YU
X e

 
=   − 

            (13) 

 
и подставим ее в уравнение (12). Правая часть 
уравнения уже не будет равна нулю, а будет 
равна невязке  
 

4 3
0 0 0

2
0 0

cos cos

cos cos .

F A U B U

C U D U E

= + +

+ + +
       (14) 

Вычислив первую производную от урав-
нения (14) 

 
3

0 0 0
2

0 0 0

/ (4 cos

3 cos 2 cos )sin

dF dU A U

B U C U D U

= − +

+ + +
, (15) 

 
получаем выражение для вычисления по-
правки в приведенную широту 

 

0 0/
FU

dF dU
−

∆ = .                (16) 

 
Уточнив приведенную широту 
 

0U U U= + ∆ ,                  (17) 
 

вычисляется геодезическая широта и высота 
по формулам 

 

2

tgarctg
1

UB
e

 
=   − 

;           (18) 

 

( )2 2cos sin 1 sinH X B Y B N e B= + − − . (19) 
 
Достоинство формул данного алгоритма 

заключается в их простом виде. 
 

Алгоритм 3 
 
Третий алгоритм основан на использова-

нии координат ,c cx y  центра кривизны мери-
диана в точке пересечения радиуса-вектора 
пункта с меридианным эллипсом (рис. 2).  

 

 
Рис. 2. Использование центра  

кривизны меридиана 

y 

x 

X, Y 

xс, 
 

a 

b
 

H 
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B 

M 



Вестник СГУГиТ, Том 26, № 5, 2021 

8 

Координаты центра кривизны определя-
ются по формулам: 

 

0 2

2 3
0

2 3
0

arctg ;
1

cos ;

sin .
c

c

YU
X e

x ae U

y be U

 
=   − 

=

′= −

           (20) 

 
Вычисление расстояния по координатам 

от центра кривизны до пункта 
 

2 2( ) ( )c cS X x Y y= − + −           (21) 
 

позволяет получить выражения для вычисле-
ния геодезической широты и высоты 

 

arcsin Y ycB
S
− =  

 
;               (22) 

 

( )2 2cos sin 1 sinH X B Y B N e B= + − − . (23)  
 

Широту можно также определить и по 
формуле 

 

arccos cX xB
S
− =  

 
.               (24) 

 
Формулы (22) и (24) позволяют получить 

известную формулу Боуринга [19], которая  
связывает геодезическую широту с прямо-
угольными координатами пункта 

 

2 3
0

2 3
0

sinarctg
cos

sinarctg .
cos

BB
B

Y be U
X ae U

 = = 
 

 ′+
=   − 

          (25) 

 
Результаты вычисления геодезической 

широты по формулам (22), (24) и формуле Бо-
уринга (25)  являются идентичными. 

 
Алгоритм 4 

 
Четвертый алгоритм основан на тригоно-

метрических соотношениях (используются 
теоремы синуса и косинуса) между углами и 

сторонами треугольника, образованного 
тремя точками: пункт – центр кривизны мери-
диана – точка пересечения меридианного эл-
липса с радиусом-вектором пункта (рис. 3).  

 

 
Рис. 3. Использование центра  

кривизны меридиана 
 

 
Вначале вычисляется длина радиуса-век-

тора и геоцентрическая широта пункта и ра-
диус вектор точки пересечения радиуса-век-
тора пункта с меридианным эллипсом по фор-
мулам 

 
2 2r X Y= + ;                   (26) 

 

arccos X
r

 Φ =  
 

;                 (27) 

 

2 2
ρ

1 sin

a

e
=

′+ Φ
;              (28) 

 
затем определяются углы и стороны тре-
угольника 

 

0 ρH r= − ;                    (29) 
 

0 2
tgarctg

1
B

e
Φ =  − 

;             (30) 

 

0θ π B= +Φ − ;                 (31) 
 

3
2

2

2 2
0

(1 )

(1 sin )

a eM

e B

−
=

−

;          (32) 

 

y 

x 

X, Y 

θ 

a 

b
 

H
 

S 

B0  

  

 

 

M 
ρ  

 
 Φ

 



Геодезия и маркшейдерия 

9 

2 2 2
0 02 cosθS M H MH= + − .    (33) 
 

Высота с достаточной для практического 
применения точностью определяется из раз-
ности сторон треугольника 

 
H S M= − .                  (34) 

 
С использованием теоремы синусов вы-

числяется поправка в широту, вычисленную 
по формуле (30), и приближенная широта 1B  

 
0arcsin sin θHB

S
 ∆ =  
 

;  1 0B B B= + ∆ . (35) 

 
2 2 2

0 02 cosθS M H MH= + − .      (33) 
 

Высота с достаточной для практического 
применения точностью определяется из раз-
ности сторон треугольника 

 
H S M= − .                     (34) 

 
С использованием теоремы синусов вы-

числяется поправка в широту, вычисленную 
по формуле (30), и приближенная широта 1B  

 
0arcsin sin θHB

S
 ∆ =  
 

;  1 0B B B= + ∆ .  (35) 

 
Далее широта уточняется по стандартным 

формулам 
 

  arccos XB
H N

 =  + 
.            (36) 

 
Алгоритм 5 

 
Пятый алгоритм также основан на исполь-

зовании координат центра кривизны мериди-
ана ,c cx y  (рис. 4).  

Вычисление коэффициента уравнения нор-
мали может быть найдено из соотношений 

 

0 2
arctg

1

YU
X e

 
=   − 

;          (37) 

2 3
0coscx ae U= ;                (38) 

 
  2 3

0sincy be U′= − ;              (39) 
 

c

c

Y yk
X x
−

=
−

.                    (40) 

 

 
Рис. 4. Применение центра  

кривизны меридиана 
 
 
Для определения точки пересечения нор-

мали и меридианного эллипса с координа-
тами необходимо решить систему двух урав-
нений (приближенное уравнение нормали 
(41) и точное уравнение меридианного эл-
липса (42)) с двумя неизвестными координа-
тами x и y 

 
y kx b= + ;                   (41) 

 
2 2

2 2 1x y
a b

+ = ,                  (42) 

 
где  c cb y kx= − . 

 
Подстановка уравнения (41) в уравнение 

(42) позволяет получить алгебраическое урав-
нение второй степени 

 
2 0Ax Bx C+ + = ,               (43) 

 
где 2 2 2A b a k= + ; 22B a kb= ; 2 2 2C a b a b= + . 

y 

x 

X, Y 

xс, yc 

a 

b
 

H 

S 

B1 

M 
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Координаты точки пересечения нормали и меридианного эллипса могут быть найдены из 
решения алгебраического уравнения (43)  

 
2 4 ;

2
.

B B ACx
A

y kx b

− + −
=

= +

                                           (44) 

 
По полученным координатам определяются геодезические высота H и широта B1 

 
2 2 2

1

( ) ( ) ;

arctg .

H X x Y y
Y yB
X x

= − + −

− =  − 

                                        (45) 

 
Найденную геодезическую широту рекомендуется уточнить по стандартным формулам 
 

arccos XB
H N

 =  + 
.                                                    (46) 

 
Результаты экспериментов 

 
Результаты экспериментов представлены в табл. 1–5. Как было упомянуто выше, точные зна-

чения прямоугольных координат пункта X и Y в системе координат меридианного эллипса были 
вычислены по заданной сетке широт и высот. В представленных ниже таблицах приведены ре-
зультаты решения обратной задачи перехода от прямоугольных координат к геодезическим высо-
там и широтам. 

 
Таблица 1 

Расхождения вычисленных геодезических высот и широт  
с эталонными значениями для широты B = 15º 

H, км ΔH, мм / ΔBʺ·105 
Алгоритм 1 Алгоритм 2 Алгоритм 3 Алгоритм 4 Алгоритм 5 

–1   9·10-7 
–7·10-6 

  9·10-7 
  2·10-3 

0 
3·10-6 

0 
–1·10-6 

–5·10-7 
–2·10-5 

0 0 
–2·10-5 

0 
–7·10-6 

0 
0 

  2·10-6 
  2·10-5 

–9·10-7 
–1·10-5 

1 –9·10-7 
  3·10-6 

  9·10-7 
  2·10-3 

–9·10-7 
3·10-6 

0 
  8·10-6 

–3·10-7 
8·10-6 

10 –9·10-7 
–3·10-6 

  –9·10-7 
  2·10-1 

–9·10-7 
4·10-4 

0 
–1·10-6 

–3·10-7 
–1·10-6 

100 0 
  1·10-6 

–9·10-7 
  2·10+1 

0 
3·10-2 

0 
  2·10-4 

–3·10-7 
2·10-4 

1 000 –9·10-7 
  3·10-6 

  –3·10-5 
  2·10+3 

0 
2 

–6·10-5 
  1·10-2 

1·10-7 
1·10-2 

10 000 0 
–6·10-5 

–3·10-2 
  4·10+4 

0 
2·10+1 

–6·10-3 
  2·10-2 

0 
5·10-2 

20 000 4·10-6 
–6·10-5 

–1·10-1   
  6·10+4 

0 
2·10+1 

–1·10-2 
–1·10-3 

4·10-6 
3·10-2 
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Таблица 2 
Расхождения вычисленных геодезических высот и широт  

с эталонными значениями для  широты B = 30º 

H, км ΔH, мм / ΔBʺ·105 
Алгоритм 1 Алгоритм 2 Алгоритм 3 Алгоритм 4 Алгоритм 5 

–1 –9·10-7 
–5·10-6 

0 
3·10-3 

0 
2·10-5 

–9·10-7 
–7·10-6 

–1·10-7 
  2·10-6 

0 0 
–8·10-5 

0 
    –2·10-6 

0 
0 

0 
–2·10-6 

–9·10-7 
  7·10-6 

1 0 
–8·10-5 

9·10-7 
3·10-3 

0 
2·10-5 

–9·10-7 
–7·10-6 

  1·10-7 
–2·10-6 

10 0 
–7·10-6 

0 
2·10-1 

0 
2·10-3 

0 
  7·10-6 

  1·10-6 
  1·10-5 

100 0 
–5·10-6 

0 
2·10+1 

9·10-7 
2·10-1 

0 
  9·10-4 

  7·10-7 
  9·10-4 

1 000   0 
  5·10-5 

–3·10-5 
2·10+3 

0 
1·10+1 

–6·10-4 
 5·10-2 

 –2·10-7 
   5·10-2 

10 000   2·10-6 
  7·10-5 

–3·10-2 
4·10+4 

0 
1·10+2 

–5·10-2 
  1·10-2 

0 
   2·10-1 

20 000 0 
–2·10-4 

–1·10-1 
6·10+4 

0 
1·10+2 

–1·10-1 
–6·10-3 

0 
   1·10-1 

 
 
 

Таблица 3 
Расхождения вычисленных геодезических высот и широт  

с эталонными значениями для широты B = 45º 

H, км ΔH, мм / ΔBʺ·105 
Алгоритм 1 Алгоритм 2 Алгоритм 3 Алгоритм 4 Алгоритм 5 

–1 0 
–3·10-1 

0 
7·10-5 

0 
3·10-5 

0 
0 

  2·10-8 
0 

0 0 
–8·10-2 

0 
2·10-6 

0 
0 

  9·10-7 
–2·10-6 

0 
0 

1 –9·10-7 
–4·10-1 

0 
7·10-5 

0 
3·10-5 

  9·10-7 
  5·10-6 

–7·10-7 
–2·10-6 

10 0 
–2·10-1 

9·10-7 
7·10-3 

0 
3·10-3 

–9·10-7 
  7·10-6 

  5·10-7 
  1·10-5 

100 0 
2·10-1 

0 
6·10-1 

–9·10-7 
3·10-1 

–2·10-6 
  9·10-4 

–3·10-7 
  9·10-4 

1 000   9·10-7 
  8·10-2 

9·10-7 
4·10+1 

9·10-7 
2·10+1 

–1·10-3 
  5·10-2 

  2·10-6 
  5·10-2 

10 000 0 
–3 

–4·10-6 
3·10+2 

–2·10-6 
2·10+2 

–1·10-1 
  1·10-1 

–2·10-6 
  2·10-1 

20 000 4·10-6 
–2 

0 
3·10+2 

0 
2·10+2 

–2·10-1 
–6·10-3 

  4·10-6 
  1·10-1 
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Таблица 4 
Расхождения вычисленных геодезических высот и широт  

с эталонными значениями для широты B = 60º 

H, км ΔH, мм / ΔBʺ·105 
Алгоритм 1 Алгоритм 2 Алгоритм 3 Алгоритм 4 Алгоритм 5 

–1 0 
–3·10-5 

  0 
–2·10-3 

0 
1·10-5 

  9·10-7 
–5·10-6 

–1·10-7 
–5·10-6 

0 9·10-7 
–6·10-5 

9·10-7 
0 

9·10-7 
0 

0 
–5·10-6 

  1·10-6 
–5·10-6 

1   9·10-7 
  9·10-6 

0 
–2·10-3 

9·10-7 
2·10-5 

0 
–5·10-6 

  1·10-6 
0 

10   9·10-7 
  5·10-6 

2·10-6 
–2·10-1 

2·10-6 
2·10-3 

  9·10-7 
0 

  2·10-6 
  5·10-6 

100 9·10-7 
–3·10-5 

 9·10-7 
  2·10+1 

9·10-7 
2·10-1 

0 
  3·10-4 

  9·10-7 
  3·10-4 

1 000 9·10-7 
1·10-5 

  –3·10-5 
–2·10+3 

0 
1·10+1 

–6·10-4 
  2·10-2 

  2·10-6 
  2·10-2 

10 000   0 
  3·10-4 

  –3·10-2 
  4·10+4 

0 
1·10+2 

–5·10-2 
  3·10-2 

0 
  7·10-2 

20 000 4·10-6 
–2·10-4 

–1·10-1 
–5·10+4 

7·10-6 
1·10+2 

–1·10-1 
–2·10-3 

0 
  4·10-2 

 
 
 

Таблица 5 
Расхождения вычисленных геодезических высот и широт  

с эталонными значениями для  широты B = 75º 

H, км ΔH, мм / ΔBʺ·105 
Алгоритм 1 Алгоритм 2 Алгоритм 3 Алгоритм 4 Алгоритм 5 

–1   0 
  5·10-6 

–9·10-7 
–2·10-3 

0 
–5·10-6 

–9·10-7 
0 

  3·10-7 
0 

0 0 
0 

0 
0 

0 
–5·10-6 

  9·10-7 
0 

  1·10-6 
0 

1 0 
–9·10-6 

–9·10-7 
–2·10-3 

  9·10-7 
  5·10-6 

0 
0 

  6·10-7 
0 

10 0 
–5·10-6 

0 
–2·10-1 

  0 
  4·10-4 

–9·10-7 
0 

–4·10-7 
0 

100 9·10-7 
–2·10-5 

9·10-7 
–2·10+1 

  0 
  3·10-2 

–9·10-7 
  1·10-5 

  4·10-7 
  1·10-5 

1 000 9·10-7 
–4·10-6 

–3·10-5 
–2·10+3 

0 
2 

–6·10-5 
  9·10-4 

–1·10-7 
  9·10-4 

10 000 –2·10-6 
–9·10-6 

–3·10-2 
–4·10+4 

  2·10-6 
  2·10+1 

–6·10-3 
  1·10-3 

0 
  4·10-3 

20 000 0 
–5·10-5 

–1·10-1 
–6·10+4 

  3·10-6 
  2·10+1 

–1·10-2 
–8·10-5 

0 
  2·10-3 
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Из анализа представленных результатов 
вычислений по пяти алгоритмам преобразова-
ния прямоугольных координат пунктов в си-
стеме координат меридианного эллипса в гео-
дезические широты и высоты (по критериям 
точности и простоте формул), можно сделать 
следующие выводы. 

1. Если важным критерием является только 
погрешность вычисления, то точность алго-
ритмов 1, 4 и 5 является приемлемой для реше-
ния почти всех практических задач геодезии 
до высот 20 000 км. 

2. Если важно, чтобы алгоритм обладал 
приемлемой точностью до высот 20 000 км  
и формулы имели простой вид, то таким алго-
ритмом является алгоритм 4. 

3. Алгоритмы 2 и 3 имеют простые фор-
мулы, но пригодны только для высот, не пре-
вышающих 10 км.  

 
Заключение 

 
В статье рассмотрены пять алгоритмов 

преобразования прямоугольных координат 
точек, заданных в системе координат мери-

дианного эллипса в геодезическую высоту  
и широту. 

Самым строгим с точки зрения аналитиче-
ской геометрии является алгоритм 1. Однако  
в нем требуется решить алгебраическое уравне-
ние четвертого порядка по сложным формулам. 

Алгоритм 2 также связан с уравнением 
четвертого порядка, но оно решается прибли-
женным методом Ньютона, что повлияло на 
точность метода, и он оказался пригодным 
только для высот,  не превышающих 10 км. 

В основе алгоритмов 3, 4 и 5 лежит вычис-
ление центра кривизны меридиана в точке пе-
ресечения радиуса-вектора заданной точки 
 и меридианного эллипса.  

Из формул алгоритма 3 выводится широко 
известная формула Боуринга. Результаты вы-
числений по алгоритму 3 и формуле Боуринга 
совпадают. Однако по алгоритму 3 грубо вы-
числяются широты для высот более 10 км. 
Тем не менее, использование координат цен-
тра кривизны меридиана приводит к простым 
алгоритмам 4 и 5, точность которых доста-
точна для решения почти всех задач геодезии 
до высот 20 000 км.  
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Owing to the widespread use of GNSS technologies in geodetic practice, the problem arises of transition 
from rectangular spatial coordinates of points to spatial geodetic coordinates, which are necessary for the tran-
sition to flat rectangular coordinates in the Gauss-Kruger projection. The authors proposed five algorithms for 
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converting rectangular coordinates of points in the plane of the meridian ellipse into geodetic heights and 
latitudes. The first two algorithms are geometrically related to the intersection point of the ellipse with the 
normal passing through the point at which the rectangular spatial coordinates were obtained. The formulas of 
the other three algorithms are based on the geometric relationships of the point of intersection of the meridian 
ellipse with the straight line connecting the point with the center of curvature of the meridian. As a result of 
the experiments, deviations of the calculated latitudes and heights from the reference values of the given grid 
of geodetic coordinates were obtained. The formulas were tested not only for points under and on the earth's 
surface, but also outside the earth at different heights up to an altitude of 20,000 km. 

 
Keywords: meridian ellipse, geodesic heights and latitudes, rectangular coordinates of the meridian el-

lipse, normal, center of curvature of the meridian, algebraic equations of the fourth degree, radius vector 
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