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Повторные геодезические измерения позволяют оценить такие геодезические элементы, как коор-

динаты, высоты, направления, а также представить дискретно поле векторов смещения геодезических 
пунктов. Полученные векторы позволяют согласно принятой модели определять напряженно-дефор-
мированное состояние земной поверхности. Есть обоснованное мнение о значительном присутствии  
в геодинамических процессах вращательных (вихревых) движений. Показано использование соответ-
ствующих алгоритмов для территории Воронежского кристаллического массива. Отдельно возможно 
вычислять дифференциальные характеристики векторного поля, называемые дивергенцией (div) и ро-
тором (вихрь, rot, curl). В статье предлагается определять поле ротора по дискретным геодезическим 
наблюдениям векторов смещений на поверхности изучаемой территории. Важнейшим продолжением 
данной исследовательской работы является методика математического моделирования геодинамиче-
ских систем в прогнозных целях. Для исследования сложных (нелинейных) геодинамических процес-
сов должна быть выбрана соответствующая математическая основа. Здесь обращено внимание на при-
влечение математических основ теории поля. Для оценки характеристик векторных полей при исполь-
зовании повторных геодезических измерений может быть использован метод конечных элементов.  
Разбиение изучаемой территории на треугольники позволяет определять характеристики деформиро-
вания после вычисления элементов тензора деформации. В том числе, находится значение угловой 
скорости разворота треугольника относительно его центра тяжести. Далее легко вычислить значение 
ротора. Приведенный в статье пример реальных геодезических наблюдений на Воронежском кристал-
лическом массиве подтверждает возможность прогноза места готовящегося сейсмического события – 
землетрясения. 
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нечных элементов, крайгинг, ротор 
 

Введение 
 

Геодезические методы общепризнаны  
в связи с эффективностью количественной 
оценки движений земной поверхности, как 
плановых, так и высотных [1]. Отметим, что 
решение геодинамических задач нетриви-
ально ввиду сложности самоорганизую-
щейся природной системы, которой явля-
ется Земля и ее приповерхностный слой [2]. 
Классические способы измерения до сих 

пор применяются и иногда является един-
ственно возможными. В случаях наблюдае-
мых территорий регионального и глобаль-
ного масштаба наиболее эффективными яв-
ляются ГНСС-технологии [3, 4], особенно 
для плановых измерений. Высокоточное 
определение отметок до сих пор выполня-
ется более точно высокоточным геометри-
ческим нивелированием [5]. Комплексный 
мониторинг перечисленными выше мето-
дами выполняется также на территориях, 
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испытывающих техногенное влияние, –  
в местах разработки полезных ископаемых, 
на крупных инженерных комплексах, в эко-
логически опасных регионах и др. [4, 6, 7]. 

Оценка геодинамической ситуации терри-
тории предполагает математическую обра-
ботку геодезических измерений и ее интер-
претацию. Существует множество результа-
тов научных исследований на эту тему. В лю-
бом случае главным итогом изучения кон-
кретного объекта является возможность про-
гноза. Собственно, это важнейшая цель лю-
бого мониторинга.  

 
Исходные данные и методика 

 
Здесь рассмотрены возможности исполь-

зования оценки вихревых поверхностных 
движений [8, 9] и построения поля ротора 
[10]. Ротор наряду с дивергенцией [6] явля-
ется дифференциальной характеристикой 
векторного поля движений. Эти методы обла-
дают новизной и направлены на качественное 
исследование движений на плоскости [11]. 
Для иллюстрации этих методов оценки геоди-
намической ситуации использованы резуль-
таты мониторинга по ГНСС-технологии. Это 
юг Урала – Воронежский кристаллический 
массив (ВКМ) (рис. 1). Мониторинг выпол-

нялся постоянно действующими ГНСС-стан-
циями.  

Также на исследуемом участке зафиксиро-
ван эпицентр сейсмического события, отнесен-
ного к природным землетрясениям. Магнитуда 
землетрясения, произошедшего 31.03.2000, со-
ставила 3.9, глубина очага – 10 километров. По 
последствиям землетрясения такой магнитуды 
не представляют серьезной опасности, но они, 
являясь динамической реализацией предше-
ствующих деформационных процессов, в опре-
деленной мере характеризуют современную 
геодинамическую активность района. 

Всего на исследуемой территории, на пло-
щади размерами 200 × 300 км расположено 
18 пунктов GNSS, которые производят накоп-
ление данных, что позволяет выполнить их 
высокоточную геодезическую привязку к об-
щемировой сети IGS в режиме цикловых мо-
ниторинговых измерений. Вопрос возможно-
сти исследования современных геодинамиче-
ских движений с использованием данных де-
формационного мониторинга, проводимых 
постоянно действующими станциями Global 
Navigation Satellite System (GNSS, ГНСС), не-
однократно рассматривался в связи с иссле-
дованием современной геодинамики Ураль-
ского региона, вызванной как естественными, 
так и техногенными факторами [7]. 

 

 
Рис. 1. Ситуационная карта расположения станций GNSS,  

по которым определялись современные геодинамические движения 
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Цикловые координаты станций GNSS, 
участвующих в геодинамическом монито-
ринге, определялись из трех серий суточных 
измерений. Сырые исходные данные в виде су-
точных RINEX с дискретностью накопления 
30 секунд были предоставлены российским 
компаниями, поддерживающими в районе ВКС 
сети постоянно действующих геодезических 
станций. В качестве исходных, в каждой серии, 
использовались 12–15 станций IGS, простран-
ственные координаты которых и скорости 
сдвижений в различных системах отсчета пери-
одически переопределяются с целью поддер-
жки научных исследований в области изучения 
Земли. Обработка ГНСС-измерений произво-
дилась относительно сети геодезических стан-
ций, расположенных на территории России, 
Украины и Турции, с использованием онлайн-
сервиса AUSPOS. Погрешность определения 
координат мониторинговых пунктов в горизон-

тальной плоскости, по результатам камераль-
ной обработки, составляет, в 95-процентном 
доверительном интервале, 3–4 мм для каждой 
серии суточных наблюдений.  

Годовые скорости векторов трендовых 
движений пунктов были определены на ос-
нове анализа изменений их пространствен-
ных приращений координат ΔX, ΔY, ΔZ, про-
исшедших в промежутках между повтор-
ными циклами измерений (таблице), и пред-
ставлены на рис. 2. Направления и величины 
векторов достаточно однородны, что отра-
жает общее преимущественно восточное 
трендовое направление литосферной плиты, 
включающей ВКМ.  

Как видно из таблицы, на исследуемом 
участке, на фоне трендовой составляющей, 
также отмечается неоднородность скоростей 
геодинамических движений в горизонталь-
ной и вертикальной плоскостях. 

 
 

Геодинамические движения пунктов GNSS  
за период наблюдений 20.03.2019–09.10.2019 (203 суток) 

 
 
 

Как видно из таблицы, на исследуемом участке, на фоне трендовой составляющей, также 
отмечается неоднородность скоростей геодинамических движений в горизонтальной и верти-
кальной плоскостях. 
  

B (широта) L (долгота) ∆B ∆L ∆H 2D 3D
PESK 51°15'13" 42°27'25" 11.3 27.8 21.0 30.0 36.6
NHOP 51°05'28" 41°36'24" 3.7 39.0 23.9 39.2 45.9
TERN 51°41'07" 41°35'34" 6.8 34.1 4.9 34.8 35.1
MIHA 50°04'49" 43°13'53" 8.3 30.0 4.2 31.1 31.4
PAVL 50°27'39" 40°05'55" 4.1 34.6 5.4 34.9 35.3
VRN3 51°55'07" 39°17'45" 6.5 37.8 -1.2 38.3 38.3
ALKS 50°17'06" 42°11'21" 7.4 38.7 12.5 39.4 41.3
ANNA 51°29'07" 40°25'21" 14.1 32.2 15.0 35.1 38.2
BTRL 50°50'09" 40°34'41" 14.8 42.2 5.4 44.8 45.1
ERTL 51°50'24" 40°46'53" 5.2 34.8 3.6 35.2 35.4
KLCH 50°25'22" 41°01'00" 9.3 35.0 5.4 36.2 36.6
LISK 50°58'21" 39°30'22" 7.8 35.8 -2.4 36.6 36.7
PRBD 50°44'56" 43°03'21" 6.3 40.9 0.6 41.4 41.4
TRKI 51°59'33" 43°16'19" 5.6 41.2 6.0 41.5 42.0
URPN 50°47'42" 42°00'22" 6.1 29.9 hurr 30.5 hurr
USMN 52°03'29" 39°44'43" 7.8 35.8 3.0 36.6 36.7
UVAR 51°59'10" 42°15'22" 6.5 36.7 13.3 37.2 39.5
VRN1 51°40'36" 39°10'13" 8.7 39.5 7.8 40.5 41.2

Станция GNSS Координаты станции Геодинамические движения, мм/год 
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Рис. 2. Векторы трендовых горизонтальных  
современных геодинамических движений 

 
Результаты 

 
Определено и графически построено осво-

божденное от трендовой составляющей поле 
векторов геодинамических движений иссле-
дуемой территории ВКМ, в котором визу-
ально определяются вихревые сдвижения 
(рис. 3). Важность визуализации вихревых 

(ротационных) геодинамических движений 
[8, 9] объясняется тем, что границы вихрей 
формируются по границам крупных подвиж-
ных структурных нарушений, что позволяет 
идентифицировать активные тектонические 
структуры района. 

 

 
Рис. 3. Вихревые движения на исследуемой территории 
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Важной характеристикой векторного поля 
геодинамических движений является дивер-
генция, которая характеризует степень сходи-
мости или расходимости векторного потока, 
знание закономерностей распределения ее ха-
рактеристик позволяет идентифицировать ис-
точники формирования и стока деформаци-
онных процессов и определить их простран-
ственное положение. Разработан и алгорит-
мически реализуется математический аппа-
рат [6], позволяющий определять диверген-
цию по результатам исходных данных [12], 
представленных как в виде равномерной 
Крайгинг-модели [13], так и в виде данных, 
представленных в вершинах единичных эле-
ментов триангуляции Делоне. 

Теоретические и практические результаты 
исследования векторных полей основаны на 
теории дифференциальных уравнений [14–17]. 
Некоторые достижения ученых в математиче-
ской теории поля [14, 15] могут быть использо-
ваны не только для описания течений в жидко-
стях и газах, но и для изучения потоков веще-
ства в мантии и ядре Земли. Существуют обос-
нованные теоретически алгоритмы при иссле-
довании деформаций в сильно текущих горных 
породах осадочного покрова и в массах пород, 
испытывающих региональный метаморфизм  
в глубине земной коры. Сложнейшие деформа-
ции слоев в гнейсах развивались при значитель-
ном протекании масс, закономерности которых 
можно понять, лишь опираясь на математиче-
скую теорию потоков в жидкостях. Эта же тео-
рия вполне применима и для познания роли 
магматических расплавов в развитии тектони-
ческих процессов, а также может быть исполь-
зована для изучения современных смещений 
крупных деформированных массивов припо-
верхностных структур земной коры. 

В статье [6] предложен алгоритм опреде-
ления одной из дифференциальных характе-
ристик точек векторных полей – дивергенции 
(div). Алгоритм определения связан с фактом 
возможности периодических дискретных гео-
дезических наблюдений векторов смещений 
на поверхности изучаемой территории. Необ-
ходимое для дальнейших вычислений вектор-
ное поле восстанавливается аппроксимацией 
полиномиальными моделями с неизбежной, 
но не критичной, методической погрешно-
стью. Коэффициенты полиномов вычисля-

ются по упомянутым выше дискретным гео-
дезическим измерениям приращений коорди-
нат пунктов, распределенных на территории 
изучаемого объекта. Полученные уравнения 
векторного поля позволяют вычислять век-
торы смещений в любой точке территории, 
формировать векторные трубки малого объ-
ема и вычислять дивергенцию [6].  

Второй дифференциальной характеристи-
кой при рассмотрении циркуляции вектор-
ного поля является ротор (вихрь, rot, curl).  

В качестве интуитивного образа ротора 
можно использовать представление о враще-
нии брошенной в поток маленькой пылинки 
(увлекаемой потоком с собой, без его замет-
ного возмущения) или о вращении помещен-
ного в поток с закрепленной осью маленького 
(без инерции, вращаемого потоком, заметно не 
искажая его) колеса с прямыми (не винто-
выми) лопастями. Если то или другое при 
взгляде на него вращается против часовой 
стрелки, то это означает, что вектор ротора 
поля скорости потока в данной точке имеет по-
ложительную проекцию в направлении на нас. 

Для физической интерпретации вспомним 
теорему Коши – Гельмгольца, согласно кото-
рой распределение скоростей сплошной среды 
вблизи точки О задается уравнением 

 
( ) ω φ ( )Ov r v r o r= + +∇ + , 

 
где ɷ – вектор углового вращения элемента 
среды в точке О; φ – квадратичная форма от 
координат – потенциал деформации элемента 
среды. 

Таким образом, движение сплошной среды 
вблизи точки О складывается из поступатель-
ного движения (вектор vО), вращательного 
движения (вектор ωr ) и потенциального дви-
жения – деформации (вектор φ∇ ). Применяя  
к формуле Коши – Гельмгольца операцию ро-
тора, получим, что в точке О справедливо ра-
венство rot = 2ɷ и, следовательно, можно за-
ключить, что когда речь идет о векторном 
поле, являющемся полем скоростей некоторой 
среды, ротор этого векторного поля в заданной 
точке равен удвоенному вектору углового вра-
щения элемента среды с центром в этой точке. 

Если некоторая территория исследуется  
в геодинамическом отношении, очень важную 
информацию о движениях земной поверхно-
сти дают геодезические методы. Рассмотрим 

https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A1%D0%BF%D0%BB%D0%BE%D1%88%D0%BD%D0%B0%D1%8F_%D1%81%D1%80%D0%B5%D0%B4%D0%B0
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9A%D0%B2%D0%B0%D0%B4%D1%80%D0%B0%D1%82%D0%B8%D1%87%D0%BD%D0%B0%D1%8F_%D1%84%D0%BE%D1%80%D0%BC%D0%B0
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%94%D0%B5%D1%84%D0%BE%D1%80%D0%BC%D0%B0%D1%86%D0%B8%D1%8F
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возможность восстановления поля ротора век-
торного поля по результатам повторных геоде-
зических наблюдений на примере Воронеж-
ского кристаллического массива. 

В геодинамических исследованиях часто 
актуальны вопросы изучения вращательных, 
вихревых движений [8, 9]. Основой нашего ана-

лиза данных о горизонтальных смещениях яв-
лялись метод конечных элементов и современ-
ные компьютерные программы визуализации 
поверхности, в частности Surfer. Вся террито-
рия разбивается на конечные элементы – тре-
угольники [12], вершины которых являются 
пунктами наблюдательной сети (рис. 4).  

 

 
Рис. 4. Разбиение территории на конечные элементы 

 
 

В контексте нашей задачи для каждого 
треугольника по координатам вершин и их 
смещениям вычисляется инвариантная харак-
теристика – угловая скорость ɷ. Для геомет-
рического центра треугольника значение ро-
тора определяется по упомянутой выше фор-
муле rot = 2ɷ. По полученным значениям пу-
тем интерполяции может быть построена 
цифровая модель поля ротора векторного 
поля. Для этого может быть использован, 
например, метод крайгинга (Krige) [13]. 

При вычислении использовались фор-
мулы для оценки параметров модели ло-
кально-однородной деформации для плос-
кости. В вычислении для ротора каждого 
треугольного конечного элемента исход-
ными данными были плоские координаты x, 
y и величины смещений вершин треуголь-
ника ux, uy 
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Система (1) состоит из шести линейных 
уравнений с шестью неизвестными – коэффи-
циентами линейной модели перемещений:  
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Инвариантные (независящие от начала си-

стемы координат и ориентации ее осей) свой-
ства конечного элемента отражают четыре 
коэффициента (2). Они обычно записываются 
в виде квадратной матрицы – тензора дефор-
мации 
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В тензоре T выделяется симметричная часть Тԑ, отражающая чистую деформацию конеч-

ного элемента, и кососимметричная часть ω ,T  отражающая вращение конечного элемента как 
абсолютно твердого тела 
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Разворот треугольного конечного элемента вычисляется как 
 

12 21ω ; ω ρ ω.
2
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Для жесткого плоского тела умножение ω  на 2 дает значение ротора и его направление 

(плюс – вверх; минус – вниз от площадки). 
Результаты определения поля роторов каждого конечного элемента и интерполяция на всю 

территорию исследуемого Воронежского кристаллического массива представлены на рис. 5, 6. 
 
 

 
Рис. 5. Поле ротора поверхностных движений в изолиниях 
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Рис. 6. Поле ротора поверхностных движений в 3Д-представлении 

 
 

Возвышенности поверхности соответствуют положительному знаку (направление ротора 
вверх), впадины – отрицательному знаку (направление ротора вниз). 

 
Заключение 

 
Определение такого свойства поля роторов с достаточной уверенностью говорит о возмож-

ности нахождения одного из важнейших предвестников готовящихся землетрясений,  
а именно – его места. Заметим, что этот результат совпадает с выводами в работе [7]. И он  
в очередной раз подтверждает значимость геодезического метода, ГНСС-определений в во-
просе решения проблемы современных движений земной коры и прогноза землетрясений. 
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Repeated geodetic measurements allow you to evaluate such geodetic elements as coordinates, heights, 

and directions. And also represent discretely the field of displacement vectors of geodesic points. The obtained 
vectors allow us to determine the stress-strain state of the earth's surface according to the accepted model. 
There is a reasonable opinion about the significant presence of rotational (vortex) movements in geodynamic 
processes. Here, the corresponding algorithms are used for the territory of the Voronezh Crystal massif. Sep-
arately, it is possible to calculate the differential characteristics of the vector field, called divergence (div) and 
rotor (vortex, rot, curl). The article proposes to determine the rotor field from discrete geodetic observations 
of displacement vectors on the surface of the studied territory. The most important continuation of this research 
work is the method of mathematical modeling of geodynamic systems for predictive purposes. For the study 
of complex (nonlinear) geodynamic processes, an appropriate mathematical basis should be chosen. Here, 
attention is drawn to the involvement of the mathematical foundations of field theory. To evaluate the charac-
teristics of vector fields when using repeated geodetic measurements, the method of finite elements can be 
used. Dividing the territory under study into triangles allows us to determine the deformation characteristics 
after calculating the elements of the strain tensor. In particular, the value of the angular velocity of the triangle 
rotation relative to its center of gravity is found. Next, it is easy to calculate the value of the rotor. The example 
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given in the article of real geodetic observations on the Voronezh crystal massif confirms the possibility of 
predicting the location of an upcoming seismic event – an earthquake. 

 
Keywords: Vector field, geodesic data, geodynamic polygons, finite element method, kriging, rotor 
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