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В статье предложен основанный на методе наименьших квадратов математический алгоритм пред-
вычисления необходимой точности измерений в пространственном геодезическом построении, пред-
назначенном для выполнения кадастровых работ при ведении 3D-кадастра в территориальном образо-
вании. Предложенный алгоритм позволяет, исходя из заданной нормативной точности взаимного по-
ложения объектов недвижимости в кадастровом квартале, выбрать необходимое технологическое из-
мерительное оборудование для построения на местности пространственной межевой сети сгущения 
(МСС) для геодезического обеспечения кадастровых работ. Использование разработанного алгоритма 
при уравнивании результатов геодезических измерений обеспечит достоверность вычисляемых пара-
метров объектов капитального строительства и создание на их основе единого геопространства, необ-
ходимого для решения разнообразных научно-технических задач, соответствующего территориаль-
ного образования. 
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Введение 

 
Одним из основных направлений созда-

ния 3D-кадастра в Российской Федерации яв-
ляется разработка его геодезического обеспе-
чения, основная задача которого заключается 
в определении пространственного положения 
объектов недвижимости (ОН) в территори-

альном образовании с заданной нормативной 
точностью. 

Ведущими российскими учеными в области 
создания единого геопространства территори-
ального образования и построения простран-
ственных геодезических сетей для его обеспе-
чения выполнены фундаментальные научные 
исследования [1–11]. Однако применительно  
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к геодезическому обеспечению кадастровых 
работ, особенно, выполняемых при создании 
3D-кадастра, ряд научно-технических вопросов 
не получил окончательного решения. 

Одним из основных, на наш взгляд, не реа-
лизованных в настоящее время научных направ-
лений, является проектирование межевой сети 
сгущения (МСС), которая должна позволять  
с заданной нормативной точностью определять 
пространственное положение совокупности 
объектов недвижимости в кадастровом квартале 
соответствующего территориального образова-
ния. Исходя из этого концептуального положе-
ния, актуальной научно-технической задачей 
является разработка математического алгоритма 
и его компьютерной реализации для предвычис-
ления необходимой точности измерений при 
проектировании, а затем и построении в кадаст-
ровом квартале пространственной МСС, отно-
сительно пунктов которой в дальнейшем будут 
координироваться характерные точки, опреде-
ляющие в пространственной системе координат 
местоположение объектов недвижимости (объ-
ектов капитального строительства (ОКС) и зе-
мельных участков). 

Математический алгоритм должен обес-
печивать решение данной научно-техниче-
ской задачи применительно к пространствен-
ным геодезическим построениям произволь-
ной конфигурации и структуры. Кроме этого, 
он должен соответствовать вычислительной 

схеме, которая в дальнейшем будет реализо-
вываться при математической обработке ре-
зультатов натурных геодезических измере-
ний и вычислении уравненных координат 
определяемых пунктов МСС в простран-
ственной системе координат. 

 
Решение поставленной  

научно-технической задачи 
 

В соответствии с работой [12, 13] средняя 
квадратическая ошибка (СКО) взаимного по-
ложения характерных точек, определяющих  
в пространственной системе координат место-
положение объектов капитального строитель-
ства (ОКС), должна быть не грубее значения  

 
2 2 2 2

ОКС , см см5 5 7,1см.x y Hm m m= + = + = (1) 
 
Установление такого допуска обеспечит,  

в случае необходимости, заданную норматив-
ную точность восстановления утраченных ха-
рактерных точек (ХТ), закрепляющих на 
местности границы земельного участка, на 
котором располагается ОКС. 

Задаваясь таким допуском, нормативная 
точность определения параметров МСС  
в пределах заданного кадастрового квартала  
в пространственной системе координат будет 
определяться по формуле  

 

НОРМ

2 2 2 2
, см смОКС

( , , )
5 5

3,6см,
2

X Y Z
X Y Z

m mmm
t t

+ +
= = = =               (2) 

 
где mX,Y – СКО взаимного положения пунктов 
в плане; mZ – СКО взаимного положения 
пунктов по высоте; t – коэффициент прене-
брегаемого влияния ошибок исходных дан-
ных (который при доверительной вероятно-
сти β = 0,95 рекомендуется принять t = 2). 

Точность параметров пространственного 
геодезического построения произвольной кон-
струкции определяется при наличии корреля-
ционной матрицы 

 

( ) 12
, , μ ,X Y ZK

−Τ= ⋅ Α ⋅Ρ ⋅Α         (3) 
 
где µ – СКО единицы веса, которая на этапе  
оценки точности проекта, как правило, прини-

мается равной СКО измеренного горизонталь-
ного угла проектируемого измерительного 
технологического оборудования [14, 15] 

 
βμ .m=                      (4) 

 
На этапе уравнивания результатов геодези-

ческих измерений она вычисляется по формуле 
 

1
V

μ ,

n

УРАВ

V

r

Ρ ⋅ ⋅
=

∑
                 (5) 

 
где Р – веса выполненных измерений, вычис-
ляемые по стандартным правилам метода 
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наименьших квадратов; V – поправки в изме-
рения, получаемые в результате уравнивания 
пространственной геодезической сети; r – 
число избыточных измерений в геодезиче-
ском построении. 

Совпадение результатов уравнивания (5) 
и априорно установленной точности проек-
тируемого измерительного средства (4) оп-

ределяет достоверность выполненной оцен-
ки точности проекта геодезического постро-
ения. 

Результатом уравнивания  геодезических 
измерений в пространственном построении 
является вектор поправок к приближенным 
координатам определяемых пунктов ∆ХX,Y,Z, 
вычисляемый по формуле  

 

( ) 1
, , ,X Y Z L

−Τ Τ∆Χ = − Α ⋅Ρ ⋅Α ⋅Α ⋅Ρ ⋅                                          (6) 

 
где L – вектор свободных членов уравнений поправок в измерения, выполненные в про-
странственном геодезическом построении и вычисляемые как разность между значением, 
вычисленным по приближенным координатам определяемых пунктов, и результатом изме-
рений. 

В исходных выражениях (3) и (6) элементы матрицы коэффициентов параметрических урав-
нений поправок A, которые относятся к горизонтальным углам и длинам линий, вычисляются  
в соответствии с уравнениями 

 
( ) ( )'β β;

cos sin cos sin ,
ij

kj ki kj ki jk J jk J ik i ik i

L ij i ij i ij J ij J L

V a a b b Y a b Y a b Y l

V Y Y lα α α α
Κ Κ Κ= − ∆Χ + − ∆ + ⋅∆Χ + ⋅∆ − ⋅∆Χ − ⋅∆ +

= − ⋅∆Χ − ⋅∆ + ⋅∆Χ + ⋅∆ +
     (7) 

 
где  Vβ, VL – поправки в измеренные значения горизонтальных углов и длин линий, полученные 
в результате уравнивания; lβ, lL –сводные члены уравнений поправок, являющиеся компонен-
тами вектора L; k, i, j – индексы параметрического уравнения, соответствующие номерам пунктов, 
образующих запроектированные измерения; iX∆ ,      , , ,  ,i J J K KY X Y X Y∆ ∆ ∆ ∆ ∆ – поправки к прибли-
женным значениям координат определяемых пунктов; ,   JK JKa b  – коэффициенты уравнения 
поправок, вычисляемые по формулам 
 

sin cos
ρ ; ρ ,jk jk

jk jk
jk jk

a b
L L
α α

= = −                                         (8) 

 
где ,    KJ KJLα  – соответственно дирекционный угол и длина линии между пунктами K и J. 

Отметим, что на этапе априорной оценки точности проекта пространственной МСС сво-
бодные члены в уравнениях (7) отсутствуют и параметрические уравнения поправок превра-
щаются в параметрические уравнения.  

Для математической обработки результатов измерений в пространственной сети необхо-
димо получить параметрическое уравнение поправок для вертикального угла ν, который схе-
матически показан на рис. 1.  

Представим вертикальный угол ν как функцию пространственных координат двух пунктов 
межевой сети сгущения  О и А: 

 

( )
( ) ( )2 2

, , , , , arctg .A O
O O O A A A

A O A O

Z Zf Y Z Y Z
X X Y Y

ν −
= Χ Χ =

− + −
         

          

(9) 
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Рис. 1. Представление вертикального угла  

как функции пространственных координат двух пунктов МСС 
 
 

Если начало системы координат перенести в пункт О, то уравнение (9) преобразуется к 
более простому виду 

 

( )
2 2

, , arctg .A
A A A

A A

Zf Y Z
X Y

ν = Χ =
+

             (10) 

 
В общем виде параметрическое уравнение поправок для вертикального угла будет выгля-

деть как 
 

,A A A
df df dfV Y Z l

d dY dZν ν
Α Α Α

     
= ∆Χ + ∆ + ∆ +     Χ     

          (11) 

 
где значения частных производных по соответствующим параметрам (коэффициенты пара-
метрического уравнения поправок) могут быть вычислены по формулам 

 

( )

( )

( )

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

2 2

2 2 2

;

;

.

A A A A A

A A A A A

A A

A A A

Zdf
d X Y Z X Y

Y Zdf
dY X Y Z X Y

X Ydf
dZ X Y Z

Α Α

Α

Α Α

Α

Α

Χ ⋅
= −

Χ + + ⋅ +

⋅
= −

+ + ⋅ +

+
=

+ +

                                   (12) 

 
В пространственной МСС результаты измерений могут быть представлены вектором, ко-

торый состоит из трех подвекторов: 
 

{ } { }β γ 1 2 1 2 1 2, , β ,β ...β ; γ , γ ...γ ; , ... ,
T T

L n n ny y y y L L L= =            (13) 

 

Определяемый пункт → А 

Z 

Y 

О ← исходный пункт (точка 
установки  тахеометра, начало 
системы координат) 

X 
S 

ν 

YA 

XA 

ZA 

β 
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где n – число пунктов МСС, на которых выполнены традиционные наземные геодезические 
измерения.  

Веса компонентов вектора измерений y, являющиеся диагональными элементами матрицы 
P в уравнениях (3) и (6), с учетом условия (4) предлагается вычислять по формулам 

 
2 2 22 2 2
β β β

β 12 2 2 2 2 2
β β

μ μ μ1; ; .L
L L

m m m
K K

m m m m m mν
ν ν

Ρ = = = Ρ = = = Ρ = = =

   

  (14) 

 
где  K, K1 – коэффициенты, которые предлагается устанавливать на этапе оценки точности 
проекта в зависимости от выбираемого измерительного технологического средства; mβ, mL, 
mν – точность измерения элементов пространственной геодезической сети электронным тахео-
метром. 

Результатом уравнивания является вектор пространственных координат определяемых 
пунктов МСС (параметров) размерностью 1 × 3t  

 
{ }( , , ) 1 1 1, , ,................ , , T

X Y Z t t tX Y Z X Y ZΧ =       (15) 
 

с корреляционной матрицей вида  
 

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1
2

( , , ) β

.

.

.

.. . . . . . .

t t t

t t t

t t t

t t t t t

t t t

t

X X Y X Z X X X Y X Z

Y Y Z Y X Y Y Y Z

Z Z X Z Y Z Z

X Y Z

X X Y X Z

Y Y Z

Z

Q Q Q Q Q Q

Q Q Q Q Q

Q Q Q Q

K m
Q Q Q

Q Q

Q

 
 
 
 
 
 =  
 
 
 
 
  

                (16) 

 
Максимальная сумма диагональных элементов определит наиболее слабый пункт про-

странственной сети, относительно которого необходимо оценить соответствие полученных 
уравненных координат целям и задачам кадастровых работ, выполняемых для ведения 3D-
кадастра: 

 

( ) ( )НОРМβ , ,МАХ
, ,

i i ii X Y Z i X Y Zm m Q Q Q m m= ⋅ + + ≤     (17) 

 
где i – индекс, который обозначает номер наиболее слабого пункта, относительно которого 
оценивается точность пространственной сети. 

Если на точность параметров геодезической сети устанавливаются раздельные допуски на 
плановую и высотную составляющую, как это часто имеет место на производстве, уравнение 
(17) преобразуется к виду 

 

( ) ( ) ( )

( )

β ( , )НОРМ, ,МАХ

( ) β ( )НОРММАХ

; ;

; .

i i

i

X Y X YX Y i X Y i

Z i Z ZZ i

m m Q Q m m

m m Q m m

= ⋅ + ≤

= ⋅ ≤
                             (18) 
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Отметим, что уравнения (17) и (18) позволяют оценить точность параметров МСС относи-
тельно ближайшего исходного пункта первой ступени ОМС. Для нашего варианта построения 
МСС нормативный допуск устанавливается на точность взаимного положения пунктов внутри 
кадастрового квартала. В этом случае, для оценки точности корреляционную матрицу (16) 
необходимо представить в виде  

 

( , , ) ,T
F X Y ZK F K F= ⋅ ⋅                 (19) 

 
где F – матрица частных производных оцениваемых функций (взаимного положения опреде-
ляемых пунктов в пространственной сети) по параметрам [14]. 

С использованием выражений (18) на основании следа матрицы KF возможно определить 
пункты МСС, которые характеризуются максимальной СКО и относительно которых оцени-
вается соответствие МСС целям кадастровых работ 

 
2

2

2
МАХ

,

XiXj XiYj XiZj

F YiYj YiZj

ZiZj

m K K

K m K

m

 
  =  
 
  

                          (20) 

 
где i, j – индексы, определяющие названия пунктов МСС, которые характеризуются макси-
мальным значением СКО взаимного положения; KXiYj – корреляционный момент, определяю-
щий тесноту корреляционных связей между соответствующими элементами матрицы. 

Следовательно, критерий на соответствие построенной в кадастровом квартале МСС целям 
кадастровых работ будет выглядеть следующим образом:  

 

( ) ( )

( )

НОРМ

НОРМ

2 2
( , ), ,

2
( ) ( )

2 ; ;

; .

XiXj YiYj XiYj X YX Y i j X Y i j

Z i j ZiZj ZZ i j

m m m K m m

m m m m

− −

− −

= + − ⋅ ≤

= ≤
   (21) 

 
Получение неудовлетворительных результа-

тов, разумеется, при отсутствии грубых ошибок 
в геодезических измерениях, обусловливается 
использованием измерительного технологиче-
ского оборудования, не соответствующим по 
точности целям выполнения кадастровых работ.  

Исключение такого негативного аспекта 
при построении МСС возможно на стадии 
проектирования, когда определена конфигура-
ция геодезической сети и, следовательно, мо-
жет быть вычислена матрица А в исходном вы-
ражении (3), а также установлен нормативный 

допуск СКО взаимного положения наиболее 
слабых пунктов (критерий 2). Исходя из этого 
концептуального положения в уравнении (3) 
неизвестной является матрица P, которую 
предлагается априорно устанавливать, ис-
пользуя поставленное условие (14). Следова-
тельно, решая уравнение (3), получаем соот-
ветствующие весовые коэффициенты, кото-
рые позволяют вычислить СКО единицы веса 
и, следовательно, необходимую точность про-
ектируемого измерительного технологиче-
ского оборудования: 
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При установлении нормативного допуска на СКО взаимного положения пунктов имеем 
следующее выражение: 

 

( ) ( )( )
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       (23) 

 
Таким образом, уравнения (22) и (23) поз-

воляют, исходя из заданной нормативной 
СКО параметров, вычислить необходимую 
точность измерения элементов МСС и вы-
брать соответствующее измерительное тех-
нологическое оборудование. 

Если в предлагаемом алгоритме проектиро-
вания и уравнивания использовать рекуррент-
ную формулу вычисления матрицы весовых 
коэффициентов, то возможно под имеющееся  
в наличии измерительное технологическое обо-
рудование подобрать методом итерации 
наилучшую конструкцию МСС, соответствую-
щую установленному нормативному допуску. 

Достоинством предложенного математи-
ческого алгоритма является выполнение сле-
дующих концептуальных положений: 

1) предвычисление необходимой точно-
сти измерений и математическая обработка 
выполненных на местности геодезических из-
мерений осуществляется по единому матема-
тическому алгоритму, что обеспечивает до-
стоверность полученных результатов при 
оценке точности проекта МСС; 

2) при вычислении весов геодезических 
измерений (уравнение (14)) предусмотрена 
возможность определения оптимального со-
отношения между ними, что обусловливает 
выбор измерительного технологического 
оборудования при фиксированной конструк-
ции МСС, исходя из установленной норма-
тивной точности параметров геодезического 
построения; 

3) использование при определении мат-
рицы (3) рекуррентной формулы позволит 

при выбранном измерительном технологиче-
ском оборудовании подобрать оптимальное 
количество избыточных измерений в МСС, 
что обеспечит минимальную трудоемкость 
при построении геодезической сети.  

 
Заключение 

 
Реализация предложенного алгоритма 

позволит, на наш взгляд, решить следующие 
научно-технические задачи: 

1) на этапе проектирования простран-
ственного геодезического построения выби-
рать технологическое измерительное обору-
дование, позволяющее создавать в кадастро-
вом квартале МСС, которая обеспечит задан-
ную нормативно точность определения про-
странственных параметров объектов недви-
жимости, расположенных в пределах кадаст-
рового квартала соответствующего террито-
риального образования; 

2) относительно построенной в кадастро-
вом квартале МСС и  закоординированных 
характерных точек контуров ОКС с норма-
тивной точностью восстанавливать утрачен-
ные границы земельных участков в простран-
ственной системе координат; 

3) на основе уравненных координат пунк-
тов МСС и характерных точек контуров ОКС 
создавать в территориальном образовании еди-
ное геопространство, позволяющее в простран-
ственной системе координат решать не только 
научно-технические задачи, связанные с вы-
полнением кадастровых работ, но и обеспечи-
вать градостроительную деятельность.  
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The article proposes a mathematical algorithm based on the least squares method for calculating the necessary 
measurement accuracy in a spatial geodetic construction intended for performing cadastral works when conducting 
a 3D cadastre in a territorial entity. The proposed algorithm allows, based on the specified accuracy of the relative 
position of real estate objects in the cadastral quarter, to select the necessary technological measuring equipment for 
building a spatial boundary density network (BDN) on the ground for geodetic support of cadastral works. The use 
of the developed algorithm for equalizing the results of geodetic measurements will ensure the reliability of the 
calculated parameters of capital construction objects and the creation on their basis of a single geospatial space 
necessary for solving various scientific and technical problems, the corresponding territorial entity. 

 
Keywords: 3D cadastre, real estate objects, algorithm, matrix, boundary density network, parameters, co-

ordinates, spatial coordinate system, mean square error, specified accuracy 
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