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В статье показано, как путем последовательного объединения гармоник  sin cosnm nmC P m    

и  sin sinnm nmS P m   в отдельную группу образованы окна, действующие в качестве полосового 

фильтра пропускания высоких или низких гармоник. Сведения о характере пространственного распре-
деления гравитационного поля в определенных диапазонах частот могут быть получены посредством 
управления шириной спектрального окна. Диапазон степени окна гармоник подбирался таким образом, 
чтобы результат был ориентирован на фактический источник гравитационного возмущения. Вычисле-
ния спектрозональных моделей поля высот квазигеоида на территории Западной Сибири, Фенноскан-
дии и Центральной России при ограничении степенного ряда значениями N1–2 от N1 = 2 до N2 = 200,  
от N1 = 9 до N2 = 22 и N1 = 30 до N2 = 200 выполнялись в программе GeoUnd 1.0. Данная программа 
предназначена для вычисления высоты квазигеоида, основанного на применении коэффициентов раз-
ложения гравитационного поля по сферическим функциям. Данные спектрозональные модели для 
наглядности и проведения анализа представлены в графическом исполнении. Результаты показали, что 
использование спектрозональных моделей глобального квазигеоида, полученного из комбинирован-
ных моделей потенциала силы тяжести Земли, является современным и перспективным методом вы-
явления текущих и будущих вертикальных движений земной коры как на локальных, так и на регио-
нальных участках поверхности. 
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Введение 
 
С течением времени наша планета неиз-

бежно сталкивается с изменениями, в первую 
очередь, обусловленными различными геоди-
намическими процессами (приливное влия-
ние Луны и Солнца, магматизм, тектониче-
ские движения и др.). Детальное определение 
аномалий гравитационного поля позволяет 
изучать и моделировать силы, являющиеся 
причиной подобных процессов. 

По мере того как перераспределяются 
массы внутри Земли, изменяется и гравитаци-
онное поле. Современная геодезия достигла та-
кой точности и технических возможностей, что 
эти изменения регулярно уточняются в резуль-
тате наземных и спутниковых измерений [1]. 

Проведение высокоточных измерений по 
всей территории земного шара необходимо, 
когда речь идет об изучении определенной 
области в глобальном масштабе. В этом слу-

чае использование одних наземных измере-
ний недостаточно, поскольку они сопровож-
даются очень трудоемкими и экономически 
дорогостоящими видами работ. Часто невоз-
можность выполнения таких работ объясня-
ется недоступностью района их выполнения, 
поскольку большая часть поверхности Земли 
занята морями и океанами. 

Определение внешнего гравитационного 
поля Земли необходимо для решения одной из 
задач физической геодезии – определения гло-
бального квазигеоида. Развитие технологий 
спутниковых наблюдений позволило опреде-
лять гармоники геопотенциала дифференци-
альным методом и получать более детальную 
структуру гравитационного поля с разреше-
нием менее 100 км. В качестве реализации дан-
ного метода выступают глобальные модели 
гравитационного поля в виде системы коэффи-
циентов в разложении потенциала силы тяже-
сти в ряд по сферическим функциям [2–11]. 
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В данной статье предлагается использо-
вание метода, основанного на корреляции 
высот геоида, используя глобальные модели 
гравитационного поля Земли. За высоту гео-
ида принимается высота поверхности гео-
ида над поверхностью земного эллипсоида 
по нормали к нему в данной точке. Согласно 
ГОСТ Р 52572–2006 геоид – уровенная по-
верхность, наилучшим образом аппрокси-
мирующая уровень моря как в локальном, 
так и в глобальном случаях. В данном слу-
чае уровенная поверхность является экви-
потенциальной поверхностью земного гра-
витационного поля, которая везде перпен-
дикулярна к направлению отвесной линии. 
Также, согласно ГОСТ Р 52334–2005 – это 
фигура Земли, образованная уровенной по-
верхностью, совпадающей с поверхностью 
Мирового океана в состоянии полного  
покоя и равновесия и продолженной под ма-
териками. Как фигура, геоид отражает рас-
пределение плотности в объеме планеты  

и, имея при этом волнообразную поверх-
ность, отличается от формы эллипсоида вра-
щения [12–14]. 

 
Методы и материалы 

 
Глобальные модели гравитационного поля, 

построенные по принципу разложения возму-
щающего потенциала или аномалий в ряд по 
сферическим функциям и ограниченные степе-
нью и порядком n = m > 200, применяются для 
решения современных задач геофизики, геоде-
зии, геодинамики, океанографии и других наук. 
К ним относятся глобальные модели GOCO05c, 
GGM05C, EIGEN-6S4 [15–17]. Имея простран-
ственное разрешение менее 100 км, они обеспе-
чивают точность определения аномалий силы 
тяжести в пределах 2–3 мГал, а высоты геоида 
определяются с погрешностью 2–3 см [18–20]. 
Для получения значений коэффициентов раз-
ложения геопотенциала в моделях использу-
ется формула  
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В связи с тем, что гравитационное поле представляется в виде бесконечной суммы сфери-
ческих гармоник (1), путем суммирования гармоник определенного диапазона можно рассчи-
тать и построить ограниченную данным диапазоном математическую модель в заданных зонах 
волнового диапазона. В этом случае формула (1) приобретает конечный вид 
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Известно, что любой конечный отрезок (2) ряда (1) на поверхности сферы радиуса r = 1 
обеспечивает наилучшую среднеквадратическую аппроксимацию функции [21], т. е. 

 
2

21
( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) min.

4n N NV r V r V r V r d                 
           (3) 

В связи с равномерностью сходимости 
ряда (1) 

lim 0N N   .                (4) 

Скорость убывания N  зависит от диффе-

ренциальных свойств функции ( , , )V r  . 
Последовательное объединение гармоник 

 sin cosnm nmC P m   и  sin sinnm nmS P m   

в отдельную группу образует полосовой 

фильтр пропускания гармоник (сумма высо-
ких или низких гармоник). В таком случае 
спектрозональная модель гравитационного 
поля представляется в виде результата влия-
ния данного фильтра на реальное поле в за-
данном частотном диапазоне (спектральном 
окне). Управление шириной спектрального 
окна позволило получить данные о характере 
пространственного распределения гравитаци-
онного поля. Выбор диапазона степеней спек-
трального окна осуществлялся исходя из 
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того, чтобы результат был ориентирован на 
фактический источник гравитационного воз-
мущения. 

В связи с отсутствием общепринятого ме-
тода определения ширины спектрального окна 
руководствуются требованиями к точности как 
конечного результата решаемых задач, так  
и детализации входных параметров. Основным 
условием выбора диапазона частот спектраль-
ного окна является превышение энергии гармо-
нического окна над уровнем шума гравитаци-
онного поля. При соблюдении данного условия 
возможно использование данных об энергети-
ческой структуре гравитационного поля, харак-
теризующих степенные дисперсии геопотен-
циала (3). В результате расчетов можно выде-
лить составляющие поля тяжести с разнород-
ным тектоническим происхождением. Для 
этого производится извлечение координат  
и волновой информации исследуемых обла-
стей при спектрозональном моделировании. 

Данные наблюдения были использованы в ра-
ботах [22–24] в качестве возможных предвари-
тельных вычислений аномалий силы тяжести 
в малоизученных районах по разнородной гео-
физической информации. 

Так, например, Бъерхаммер, при изучении 
геоида в Фенноскандии, применил спектраль-
ное окно, ограниченное степенями N = 9–22. 
Это позволило выявить область опускания 
геоида, которая по текущим данным много-
летних наблюдений соответствует послелед-
никовой отдаче/поднятию земной коры. Ме-
сто, где выявлено максимальное опускание 
геоида, с высокой точностью совпадает с ме-
стом максимального современного поднятия 
земной коры. 

Далее будут представлены иллюстрации 
спектрозональных моделей поля высот Фен-
носкандии, Западной Сибири и Центральной 
России, рассчитанных по предельной формуле 

 2

1 0
( , ) cos sin (sin )

N n

nm nm nm
N m

R C m S m P


           ,                          (5)

 

где 0
nm nm nmC C C   ; 

  нормальное значение силы тяжести; 
0
nmC гармонические коэффициенты нормального потенциала притяжения. 

 
Результаты 

 
Для того чтобы определить поверхность 

геоида заданной точки, требуется провести 
комплекс измерений непосредственно на 
поверхности геоида или на физической по-
верхности Земли с учетом распределения 
масс в этом месте. Оба варианта определе-
ния поверхности геоида являются практиче-
ски неисполнимыми, поэтому вместо по-
верхности геоида используется поверх-
ность, близкая к таковой, – поверхность ква-
зигеоида.  

Для определения поверхности квазигео-
ида используются только результаты измере-
ний на физической поверхности Земли (зна-
чения потенциала силы тяжести на земной 
поверхности) без учета показателей распреде-
ления масс и редуцирования таких результа-
тов внутрь притягивающей массы. 

Выполнены расчеты спектрозональных 
моделей поля высот глобального квазигео-
ида по формуле (5) при ограничении степен-
ного ряда значениями N1–2 от N1 = 2  
до N2 = 200, от N1 = 9 до N2 = 22 и N1 = 30  
до N2 = 200. Вычисления производились  
в программе GeoUnd 1.0. Программа пред-
назначена для вычисления высот квазигео-
ида по коэффициентам разложения гравита-
ционного поля по сферическим функциям. 
Входными данными являются нормирован-
ные коэффициенты разложения потенциала 
притяжения, константа притяжения, боль-
шая полуось, геодезические координаты: 
широта, долгота результирующей точки. 
Кроме этого, задаются средний радиус 
Земли и первые гармоники нормального 
гравитационного поля. Программа выпол-
няет синтез высот квазигеоида в точке по 
коэффициентам модели гравитационного 
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поля, вычисляя нормированное значение 
присоединенного полинома Лежандра [25]. 

В качестве иллюстрации вышесказанного 
на рис. 1 приводится фрагмент полученной 
спектрозональной модели Фенноскандии при 
ограничении степенного ряда значениями  
N1–2 от N1 = 30 до N2 = 200. 

 

 
Рис. 1. Фрагмент спектрозональной модели 
глобального квазигеоида Фенноскандии  

при N = 30–200 
 
 
На рис. 2, 3 приведены фрагменты моде-

лей глобального квазигеоида для территории 
Западной Сибири и территории Централь-
ной России в диапазонах спектральных окон 
N = 30–200 соответственно. 

 

 
Рис. 2. Фрагмент спектрозональной модели 
глобального квазигеоида Западной Сибири 

при N = 30–200 
 

 
Рис. 3. Фрагмент спектрозональной модели 
глобального квазигеоида для части территории 

Центральной России при N = 30–200 
 
 

Обсуждение 
 

Спектрозональные модели глобального 
квазигеоида Фенноскандии показывают, что 
при изменении ширины спектрального окна 
существенно изменяется и пространственное 
распределение поля высот квазигеоида. 

Спектрозональная модель глобального ква-
зигеоида на территории Западной Сибири, по-
строенная в спектральном окне при N = 9–30, 
имеет на западе область резкого подъема  
с центром в точке с координатами φ = 59°, 
λ = 58°, приуроченной к Уралу. Остальная 
часть положительных отметок спектрозо-
нальной модели глобального квазигеоида 
приходится на центральную полосу Западной 
Сибири, что может быть обусловлено опуска-
нием земной коры в этом районе. 

Фрагмент спектрозональной модели гло-
бального квазигеоида Западной Сибири при 
N = 30–200, представленный на рис.  2,  имеет 
более мозаичную картину положительных  
и отрицательных отметок высот. На западе  
и на юге наблюдаются положительные отметки 
по высоте, а в районе Западносибирской низ-
менности  –  отрицательные отметки. Отдель-
ные участки положительных отметок высот 
спектрозональной модели глобального квази-
геоида в северо-западной части Западной Си-
бири, приуроченные к месторождениям угле-
водородов, можно объяснить опусканием зем-
ной коры, связанной с добычей нефти и газа. 

Фрагменты спектрозональных моделей гло-
бального квазигеоида для части территории 
Центральной России при N = 30–200 имеют 
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сложную картину пространственного распре-
деления по сравнению с моделями, ограничен-
ными степенями N = 2–200 и N = 9–200, имею-
щего больший диапазон спектрального окна. 
Следует отметить значительный подъем вы-
сот спектрозональной модели глобального 
квазигеоида в центральной части Урала при 
N = 30–200, что можно объяснить корреляцией 
с рельефом горного массива. Такая же корреля-
ция с горным рельефом Урала наблюдается  
и в диапазоне спектрального окна N = 30–200. 
Однако, на рис. 3, в трапеции, ограниченной по 
широте 50° ≤ φ ≤ 60° и долготе 45° ≤ λ ≤ 55°, 
значительный подъем высот спектрозональной 
модели глобального квазигеоида совпадает  
с зоной опускания земной коры в Прикамье. 

Заключение 
 
В результатах исследования приведены 

фрагменты моделей глобального квазигеоида 
для территории Центральной, Западной Си-
бири и Фенноскандии в различных диапазо-
нах спектральных окон.  

Данные результаты показали, что исполь-
зование спектрозональных моделей глобаль-
ного квазигеоида, полученного из комбини-
рованных моделей потенциала силы тяжести 
Земли, является современным и перспектив-
ным методом выявления текущих и будущих 
вертикальных движений земной коры как на 
локальных, так и на региональных участках 
поверхности.
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The article shows how windows are formed by successively combining harmonics  sin cosnm nmC P m    

и  sin sinnm nmS P m   into a separate group, which act as a lowpass or high harmonic bandpass filter. 

Manipulation of spectral window width allows to get information about the nature of gravity field spatial dis-
tribution in certain frequency ranges. The degree range of the harmonic window was selected so that the result 
was oriented towards the actual source of the gravity disturbance. Calculations of spectrozonal models of 
quasi-geoid field height of Western Siberia, Fennoscandia, and Central Russia territories with degree series 
limiting by values N1-2 from N1 = 2 to N2 = 200, from N1 = 9 to N2 = 22 and N1 = 30 to N2 = 200, were carried 
out in GeoUnd 1.0 software. This software is used to calculate quasi-geoid height by expansion of gravity field 
coefficients in spherical functions row. These spectrozonal models are presented in graphical version for illus-
tration and analysis. Results show that using of global quasi-geoid spectrozonal models obtained from Earth's 
gravity potential combined models is a modern and productive method for detecting current and future vertical 
Earth crust movements in local and regional areas. 
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