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В статье приводятся новые формулы для вычисления азимута кривой нормального 

сечения по координатам его конечных точек в системе унитарных декартовых геоцентри-

ческих координат. Решение выполнено с использованием аппарата векторной алгебры. 

Существующие формулы для вычисления азимута нормального сечения по координатам 

его конечных точек представлены в системе криволинейных геодезических координат – 

широт и долгот этих точек. Предлагаемые векторные формулы, как и уже известные  

в системе криволинейных координат, являются замкнутыми и решают поставленную за-

дачу «с точностью до положения в пространстве». По объему вычислений все решения 

практически эквивалентны. 

Получение формул в системе декартовых геоцентрических координат мотивировано 

тем, что при решении геоспутниковых задач такие координаты являются базовыми. 

  

Ключевые слова: унитарная декартова геоцентрическая система координат, орт нор-

мали, касательный орт, нормальная плоскость. 

 

Введение  

  

Актуальность вычисления азимута кривой нормального сечения эллипсои-

да естественна, так как представляет собой одну из классических задач сферои-

дической геодезии. Такой азимут является, во-первых, искомой величиной при 

решении обратной геодезической задачи по этим кривым, во-вторых, с его по-

мощью может и должно быть проконтролировано решение прямой геодезиче-

ской задачи. Кроме того, указанный азимут необходимо использовать для кон-

троля координатизации поверхности земного сфероида по технологии азиму-

тальной засечки (рис. 1) [1, 2]. Данная задача является одной из важнейших  

в сфероидической геодезии, что отражено в многочисленных исследованиях, 

некоторые из которых представлены в библиографическом списке предлагае-

мой статьи [3–11]. 

Впервые формулы для нахождения азимута прямого нормального сечения 

были получены во второй половине XIX в. В 1865 г. свои формулы опублико-

вал Ф. А. Слудский [12], а в 1880 г. – Ф. Р. Гельмерт [13]. Первый предпочел 

выразить искомый азимут как аргумент тригонометрической функции тангенс 

от широт и долгот конечных точек нормального сечения, а второй – функции 

котангенс. 

 

mailto:evdapav@mail.ru.
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Рис. 1. Азимутальная засечка на сфероиде 

 

 

На рисунке введены следующие обозначения: P – пункт на поверхности 

земного сфероида (без индекса – определяемый); n  – орт нормали к сфероиду; 

m  – орт, касательный к меридиану; t  – орт, касательный к нормальному сече-

нию, идущему относительно меридиана под азимутом α; q  – орт, перпендику-

лярный плоскости нормального сечения;   – текущий вектор, выходящий из 

начала «0» геоцентрической системы координат X, Y, Z; i , j , k  – орты осей 

координат этой системы. Формулы, определяющие описанные здесь векторы  

в геоцентрической системе координат, приводятся далее по тексту статьи. 

В течение 1967 г. были опубликованы еще три новых группы формул, ав-

торами которых были В. Н. Ганьшин [14], Б. С. Кузьмин [15] и К. Л. Проворов 

[16]. В. Н. Ганьшин привел формулу для котангенса азимута, а Б. С. Кузьмин 

и К. Л. Проворов отдали предпочтение тангенсу. 

Аргументами функций тангенса или котангенса азимута прямого нормаль-

ного сечения у всех авторов были криволинейные геодезические координаты 

конечных точек этой кривой: широты B1, B2 и долготы L1, L2. Все пять указан-

ных формул являются замкнутыми выражениями, и вычисления по ним приво-

дят, естественно, к одинаковым числовым значениям результатов. По количе-

ству арифметических операций алгоритмы, реализующие вычисления по каж-

дой из этих формул, практически эквивалентны. 

В 1969 г. автор настоящей статьи, используя аппарат векторной алгебры, 

повторил выводы Ф. А. Слудского и Ф. Р. Гельмерта, касающиеся выражения 

для тангенса (котангенса) азимута прямого нормального сечения. Решение ав-
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тора было представлено в форме отношения модуля векторного произведения 

двух векторов (касательного к параллели и ортогонального к плоскости нор-

мального сечения) к скалярному произведению тех же векторов [17]. Компо-

ненты векторов были представлены как функции прямоугольных геоцентриче-

ских координат X, Y, Z [12]. 

Ранее Ф. А. Слудский и Ф. Р. Гельмерт переходили к своим вариантам 

формулы азимута в системе геодезических криволинейных координат B и L,  

а автор перешел к построению уравнения плоскости прямого нормального се-

чения, идущего под известным азимутом этого сечения, что привело его к ре-

шению выше указанной задачи [1, 2]. 

 

Векторное решение задачи нахождения азимута кривой  

нормального сечения земного сфероида,  

проходящего через две точки 

 

Решение, представляемое в данной статье, будет полностью опираться на 

систему прямоугольных пространственных координат, которая занимает доми-

нирующее положение в спутниковых технологиях координирования простран-

ства. 

В качестве земного сфероида будет использоваться сжатый вдоль оси вра-

щения двухосный эллипсоид, большая полуось которого a принимается за еди-

ницу длины. Естественно, что у этого эллипсоида полагаются известными чи-

словые значения и других его параметров. В качестве таковых мы будем ис-

пользовать первый e и второй eʹ эксцентриситеты меридианного эллипса [14]. 

Меридианный эллипс, его элементы и их соотношения определены и изучены 

очень хорошо, в связи с чем, дублировать эту информацию излишне. При необ-

ходимости мы будем пользоваться требуемыми соотношениями согласно моно-

графии В. Н. Ганьшина [14]. 

При решении геодезических задач по нормальным сечениям как простран-

ственным линиям [18], образующимся при сечении поверхности земного сфе-

роида E некоторой нормальной плоскостью Q, уравнения этих геометрических 

объектов (в общем случае в форме неявных уравнений в системе прямоуголь-

ных декартовых координат x, y, z) будут иметь вид 
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                                                   (1) 

Систему пространственных декартовых геоцентрических координат x, y, z, 
в которой большая полуось a земного сфероида принимается за безразмер-
ную единицу, будем называть в контексте данной статьи унитарной декар-

товой системой координат. Связь унитарных координат x, y, z с поверхно-
стными криволинейными геодезическими координатами – широтой B и дол-
готой L – определяется следующими соотношениями, в которых отражена их 
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связь с общеизвестными прямоугольными геоцентрическими координата-
ми X, Y, Z [1]: 

2

cos cos /

cos sin / .

(1 ) sin /

x N B L X a

y N B L Y a

z N e B Z a

   


    


     

                                  (2) 

Здесь N = 1 / W – безразмерный радиус кривизны первого вертикала, вы-
раженный в единицах большой полуоси a; W – первая функция геодезической 
широты B; e – первый эксцентриситет меридианного эллипса [5]. Функция W 
широты B точки P(x, y, z), может быть представлена и как функция аппликаты z 
той же точки 

2 2 2 2 21 sin 1 1W e B e z     ,                           (3) 

где ε – функция второго эксцентриситета eʹ, которая имеет следующее числовое 
значение (эллипсоид Ф. Н. Красовского): 

2 2 11 (1 e ) 1,006 738 525 415e       .    (4) 

В системе координат (2) каноническое неявное уравнение эллипсоида 
вращения E(x, y, z) = 0 имеет вид 

011 222222  zezyxE ,     (5) 

где 

kzjyix                      (6) 

– текущий радиус-вектор некоторой точки P (см. рис. 1). 
Определим группу векторов, с помощью которых будет решена постав-

ленная задача нахождения азимута нормального сечения, прямого в одной из 
своих крайних точек, в системе координат (2). 

Орт нормали n  к поверхности эллипсоида E (5) является вектором гради-
ента к ней в некоторой точке P [18] 

( )n N W x i y j z k W          .    (7) 

На рис. 2 изображены: поверхность эллипсоида вращения E; плоскость ме-
ридиана M1, проходящего через точку P1; нормальная плоскость Q1, прямая  
в точке P1 и проходящая через вторую точку P2; плоскость T1, касательная к по-

верхности эллипсоида E в точке P1; орт нормали 1n  к поверхности эллипсои-

да E в точке P1; орты, лежащие в плоскости T1, исходящие из точки P1 и каса-

тельные к меридиану – 1m , к параллели – 1l , к кривой Г нормального сечения – 

1t  и орт 1q , перпендикулярный плоскости нормального сечения Q1. 
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Рис. 2. Фрагмент поверхности земного сфероида E 

 

 

Опустив детали выкладок, представим векторные и координатные выра-

жения плоскостей, ортов и векторов, изображенных на этом рисунке. 

Плоскость меридиана –   

0)( 11111  WyxxynkM .                           (8) 

Орт, касательный к параллели, –   

11111 /)( rjxiynkl  ,                           (9) 

где 
2
1

2
11 yxr   – радиус параллели в точке P1. 

Орт, касательный к меридиану, –          

  ]//[ 11111111111 krjrzyirzxWlnm  .      (10) 

Орт, касательный к кривой Г нормального сечения и составляющий с ор-

том меридиана 1m  угол α1: 

1 1 1 1 1 1 1
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.           (11) 

Нормальная плоскость, прямая в точке P1, идущая под азимутом α1: 
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Нормальная плоскость, прямая в точке P1 и проходящая через точку P2 

(обратная геодезическая задача; азимут α1 является одной из искомых величин): 

0)()()( 1111211  sNQ .            (13) 

Орт, перпендикулярный плоскости нормального сечения, для случая пря-

мой геодезической задачи (ПГЗ): 

1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1

( sin cos ) /

( sin cos ) /

sin

z x W y r i

q z y W x r j u i v j w k

r W k

          
 

                  
      

.      (14) 

Вектор, перпендикулярный плоскости нормального сечения, для случая 

обратной геодезической задачи (ОГЗ): 

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1

( )

( ) ( ) .

x y zs s i s j s k y z z y i

x z z x j x y y x k

              

             
                     (15) 

Использовав результаты (8)–(15), мы легко получим формулы для вычис-

ления азимута α1 нормального сечения, прямого в точке Р1, проходящего через 

вторую точку этого сечения Р2. Искомый азимут α1 есть угол, образованный на 

поверхности сфероида ортами, касательными к меридиану ( 1m ) и кривой Γ 

нормального сечения ( 1t ) в этой точке (см. рис. 2). С другой стороны, угол α1 

между касательными ортами 1m  (10) и 1t  (11) равен углу между ортогональным 

к 1m  ортом 1l  (9), касательным к параллели в точке Р1, и ортогональным к орту 

1t  вектором 1s  (15), перпендикулярным плоскости нормального сечения Q1, 

прямого в той же точке P1 и проходящего через вторую точку P2. Искомый ази-

мут α1 будет равен арккосинусу их скалярного произведения, деленного на мо-

дуль вектора 1s  

]/)arccos[( 1111 ssl  ,                (16) 

где 

2
1

2
1

2
111 || zyx sssss  .             (17) 

В качестве иллюстрации работы формулы (16) ниже приводится пример 

вычисления двух азимутов прямых нормальных сечений в системе унитарных 

декартовых геоцентрических координат, выполненный в среде Excel и пред-

ставленный на рис. 3, 4. 
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Рис. 3. Геоцентрические унитарные координаты опорных (P1 и P2) 

и определяемого (P) пунктов 

 

 

 

Рис. 4. Вычисление азимутов нормальных сечений P1P и P2P в среде Excel 

 

 

Азимуты вычислялись для двух направлений P1P и P2P (см. рис. 1), по ко-

торым ранее была решена азимутальная засечка на сфероиде [1, 2], определившая 

координаты пункта P. Полученные по формуле (16) значения азимутов α1 и α2 на-

правлений P1P и P2P (см. рис. 4) идентичны тем исходным значениям, по кото-

рым был координирован определяемый пункт P: 

1 115 12 43,44   ; 

51,51951722  
. 
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Дополнение 

 

Авторы [12, 13], использующие в качестве исходной информации криво-

линейные геодезические координаты, опирались в своих выводах изначально 

на уравнения аналитической геометрии в системе пространственных геоцен-

трических координат XYZ. В этой системе ими была выведена выше упомяну-

тая формула для тангенса или котангенса азимута нормального сечения, содер-

жащая кроме разностей геоцентрических координат конечных точек еще  

и множители, равные косинусу и синусу геодезической широты первой точки 

2
1

1 2 1 1 2 1

tg
( )cos ( )sin

y

z z B x x B


  

     
,                (18) 

где iii zyx  ,,  – это новые пространственные геоцентрические координаты, ось 

ординат которых повернута в плоскости XOY на угол, равный долготе первой 

точки L1. Матричная форма такого поворота осуществляется по следующему 

известному правилу: 
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Поэлементное представление компонентов матриц (19) дает следующие 

соотношения для преобразованных координат крайних точек P1 и P2 нормаль-

ного сечения: 

1 1 1 1 1

1

1 1

cos sin

0

x X L Y L

y

z Z

     


  
  

              (20) 

 

и 

2 2 1 2 1

2 2 1 2 1

2 2

cos sin

sin cos

x X L Y L

y X L Y L

z Z

     


      
  

.                (21) 

Получив формулу (18), авторы [12, 13] произвели переход к геодезическим 

криволинейным координатам B и L, а далее применили различные проекции 

поверхности эллипсоида вращения на сферу. Вычислений по формуле (18) 

в указанных работах не содержится. 
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На рис. 5 демонстрируется корректность работы вышеприведенных фор-

мул (18)–(21) для тех же азимутов α1 и α2 направлений P1P и P2P. 

 

 

Рис. 5. Вычисления азимутов нормальных сечений  

по формулам (20)–(21) 

 

 

Заключение 

 

Формулы для вычисления азимутов нормальных сечений [12–16] предпо-

лагают, что крайние точки нормального сечения определены на поверхности 

земного сфероида в системе криволинейных геодезических координат: широ-

ты B и долготы L. 

Формулы автора в контексте данной статьи и работы [17] предполагают, 

что положение этих точек известно в системе (2) пространственных прямо-

угольных координат x, y, z, которые являются базовыми в современных техно-

логиях спутниковой геолокации. 

Открытым остается вопрос об оценке точности вычисленного значения 

азимута α1 прямого нормального сечения. Хотя все упоминаемые в статье алго-

ритмы решают задачу «с точностью до положения в пространстве» по замкну-

тым формулам, вполне закономерно встает задача определения средней квадра-

тической погрешности (СКП) вычисленного азимута α1 по известной ковариа-

ционной матрице KU исходных данных U. 

В общем виде связь искомого азимута α1 с вектором U исходных коорди-

нат представляет собой неявную дифференцируемую функцию f 

 1 .f U                 (22) 

Вектор исходных координат U состоит из четырех (в первых пяти алго-

ритмах) или шести (в последнем случае) компонентов.  
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Квадрат СКП азимута α1 находится по известной формуле теории погреш-

ностей 
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.     (23) 

Основная проблема применения формулы (23) заключается как в громозд-

кости исследуемых алгоритмов, так и в сложности получения выражений для 

частных производных ∂f/∂ui от этих алгоритмов. Числовые значения Δf/Δui ука-

занных производных могут быть найдены методом численного дифференциро-

вания, и тогда можно будет получить ответ на поставленный вопрос с помощью 

преобразованной формулы (23) 
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.   (24) 

Последние абзацы намечают одно из возможных направлений дальнейших 

исследований в этой области сфероидической геодезии. 
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The article provides new formulas for calculating the azimuth of the normal section by the 

coordinates of its endpoints in the unitary Cartesian system of geocentric coordinates. The solution 

is made with using the vector algebra. Existing formulas for calculating the azimuth of the normal 

section by the coordinates of its endpoints are present in the system of curved geodetic coordinates 

– latitude and longitude of these points. The proposed vector formulas, as well as already known in 

the system of curved coordinates, solve the problem with precision “to the position in space”. In 

terms of computation, all solutions are almost equivalent. 

Obtaining formulas in the unitary Cartesian system of geocentric coordinates initiated by the 

fact that in solving geosatellite problems such coordinates are basic. 

 

Key words: cartesian system of geocentric coordinates, vector of the unit length of the gradi-

ent, tangent vector of the unit length, normal plane. 
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