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В геоинформатике целью изучения систем является определение их пространственно-
временного состояния, т. е. определение формы, размеров и  положения в пространстве как 
функций времени. Форма и размеры системы определяются границей, отделяющей систему 
от внешней среды. Геометрическим образом такой границы служат линии и поверхности. 
Одной из задач определения пространственно-временного состояния систем является ото-
бражение криволинейных границ систем на заданную поверхность. В прикладной геоинфор-
матике и картографии такие задачи решаются при изображении рельефа физических полей 
Земли, различных линейных объектов, криволинейных границ естественных и искусствен-
ных систем и т. д. В общем случае граница системы определяется или множеством принад-
лежащих ей точек, или определенной функциональной зависимостью. В работе рассматрива-
ется отображение криволинейных границ систем при параллельном и центральном проеци-
ровании на заданную поверхность.  

 
Ключевые слова: параллельная проекция, центральная проекция, линейчатая поверх-

ность, орт-вектор направления проецирования,  криволинейная граница системы.  
 

Введение 
 
В геоинформатике предметом изучения систем является определение их 

пространственно-временного состояния, т. е. формы, размеров и положения в 
пространстве как функций времени. Форма и размеры системы определяются 
границей, отделяющей систему от внешней среды. Геометрическим образом та-
кой границы служат линии и поверхности. Возникающие при этом задачи раз-
нообразны [1–3]. Одной из таких задач является отображение границ систем на 
заданную поверхность. Эта задача относится к задачам вычислительной гео-
метрии и геометрического моделирования [4, 5]. 

В прикладной геоинформатике и картографии подобные задачи реша-
ются при изображении рельефа физических полей Земли [6, 7], различных 
линейных объектов, криволинейных границ естественных и искусственных 
систем, например, для определения периметров и площадей участков зем-
ной поверхности [8, 9] и др.  

 
 
 



Вестник СГУГиТ, Том 24, № 2, 2019 

144 

Основное содержание 
 
Граница системы определяется или множеством принадлежащих ей точек, 

или определенной функциональной зависимостью. Каждая точка границы сис-
темы определенным образом проецируется на заданную поверхность. Сущест-
вует два варианта проецирования: параллельное и центральное [10]. При парал-
лельном проецировании направление проецирования остается неизменным для 
всех точек проецируемого множества, а при центральном направление проеци-
рования проходит через одну фиксированную точку, которую называют цен-
тром проецирования. Очевидно, что проецирование конечного множества точек 
на заданную поверхность осуществляется проецированием каждой из точек 
множества в отдельности. На рис. 1, а приведен пример центрального проеци-
рования, а на рис. 1, б – параллельного проецирования многоугольника на 
плоскость. Проекция каждой из вершин на плоскость определяется точкой пе-
ресечения прямой, проходящей через проецируемую вершину в направлении 
проецирования, с плоскостью проецирования. 

 

 
а) б) 

Рис. 1. Проецирование многоугольника: 

а) центральное; б) параллельное 
 
 

Наиболее просто задача проецирования решается, когда поверхностью 
проецирования служит плоскость. На рис. 2 изображено проецирование точки F 
в направлении q на плоскость, проходящую через точку M. На этом рисунке 
обозначено: T – проекция точки F в плоскость проецирования. 

 

 

Рис. 2. Проецирование точки F в направлении q на плоскость 
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Искомая точка T – точка пересечения прямой линии, уравнение которой 

Lq( ) rF qt t                                                   (1) 

и плоскости 

                                   

rP( , ) rM t1 t2.u v u v    

           

                              (2) 

Решая совместно эти два уравнения, найдем значения t, u, v. Подставляя 
найденные значения в уравнения прямой и плоскости, вычислим координаты 
точки T. 

В геоинформатике нередко возникает необходимость проецирования на 
плоскость не многоугольников, а пространственных кривых. Проекция задан-
ной пространственной кривой rL на заданную плоскость rP является линией 
пересечения заданной плоскости с линейчатой поверхностью [11]. Проецируе-
мая кривая при этом служит направляющей линейчатой поверхности, а направ-
ление проецирования совпадает с направлением прямой – образующей линей-
чатой поверхности. Уравнение (1) в этом случае заменяется уравнением линей-
чатой поверхности. 

В качестве примера показаны параллельная (рис. 3, а) и центральная 
(рис. 3, б) проекции пространственной кривой на плоскость. 

 

 
а) б) 

Рис. 3. Проекции пространственной кривой на плоскость: 

а) параллельная; б) центральная  
 
 
На этом рисунке исходная (проецируемая) кривая показана утолщенной 

линией на краю линейчатой поверхности, а проекции этой кривой – утолщен-
ной линией пересечения линейчатой поверхности и плоскости проецирования.  

При проецировании заданной кривой не на плоскость, а на другую (отлич-
ную от плоскости) поверхность, проекция кривой определяется линией пересе-
чения этой поверхности и линейчатой поверхности, для которой заданная кри-
вая служит направляющей линией. В этом случае уравнение (1) заменяется 
уравнением линейчатой поверхности, а уравнение (2) – уравнением поверхно-
сти проецирования.  
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На рис. 4 показан пример параллельного проецирования кривой на поверх-
ность эллипсоида. Так как линейчатая поверхность пересекает поверхность эл-
липсоида дважды, то имеются две проекции кривой. Чтобы увидеть эти проек-
ции, на рис. 4 изображение дано с двух различных точек обзора. 

 

 

Рис. 4. Параллельная проекция кривой на эллипсоид 
 
 
Проецируемая кривая показана утолщенной линией на краю линейчатой 

поверхности, а ее проекция – линия пересечения эллипсоида и линейчатой по-
верхности – утолщенной линией на эллипсоиде. 

Рассмотрим теперь центральное проецирование пространственной кривой 
на поверхность эллипсоида. Исходную ситуацию приведем на рис. 5. 

 

 

Рис. 5. Исходная ситуация центрального проецирования кривой на эллипсоид 
 
 

Проецируемая кривая обозначена утолщенной линией на краю линейчатой 
поверхности, центр проецирования расположен внутри эллипсоида. Как и при 
параллельном проецировании, проекцией кривой на поверхность является ли-
ния пересечения поверхности эллипсоида и линейчатой поверхности, направ-
ляющей для которой служит проецируемая кривая. На рис. 6 приведен пример 
центрального проецирования кривой на поверхность эллипсоида. Проекции ис-
ходной кривой на «верхнюю» и «нижнюю» поверхности эллипсоида показаны 
утолщенной линией. 
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Рис. 6. Центральное проецирование кривой на поверхность сферы 
 
 

Рассмотренные задачи и приведенные примеры позволяют решать разно-
образные задачи геометрического моделирования сфероидической геодезии, 
картографии, прикладной геоинформатики и др. В качестве примера на рис. 7 
приведены результаты геометрического моделирования прямого и обратного 
нормального сечения поверхности эллипсоида вращения плоскостью.  

 

    

Рис. 7. Прямое и обратное нормальное сечения эллипсоида вращения: 

а) общая ситуация; б) прямое и обратное нормальное сечение эллипсоида 
вращения 

 
 

На рис. 7 обозначено: nP, nQ – нормали к поверхности эллипсоида в точ-
ках P и Q. На этом рисунке прямое сечение показано кривой линией с точками, 
а обратное нормальное сечение – простой линией. 

 
Выводы 

 
1. Изложен метод проецирования пространственных кривых на заданную 

поверхность.  
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2. Приведены примеры проецирования пространственных кривых на по-
верхность эллипсоида.  

3. Приведены результаты геометрического моделирования прямого и об-
ратного нормального сечения эллипсоида вращения.  

4. Изложенный метод позволяет проецировать границы областей, задан-
ных на физической поверхности Земли, на другую поверхность и использовать 
эти результаты для определения формы и размеров этих проекций и их измене-
ний во времени. 
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In Geoinformatics, the purpose of studying systems is to determine their space-time state, i.e. 
to determine the shape, size and position in space as functions of time. The shape and size of the 
system are determined by the boundary separating the system from the environment. 

Geometrical images of this boundary are lines and surfaces. One of the tasks of determining 
the space-time state of the systems is to display the curved boundaries of the systems on a given 
surface. In applied Geoinformatics and cartography such problems are solved by depicting the relief 
of the physical fields of the Earth, various linear objects, curved boundaries of natural and artificial 
systems, etc. In general case, the boundary of the system is determined either by a set of points be-
longing to it or by a certain functional dependence. The article deals with the display of curvilinear 
boundaries of systems with parallel and Central projection on a given surface. 

 
Key words: parallel projection, сentral projection, ruled surface, ORT vector of projection di-

rection, curvilinear boundary of the system. 
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