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В статье рассмотрен вопрос учета погрешностей исходных данных при оценке точ-

ности определения координат пунктов, используемых при геодезических наблюдениях за 
деформациями сушильных агрегатов, обжиговых печей и другого технологического обо-
рудования. Исследуемые объекты имеют сложную конструкцию, эксплуатируются в ус-
ловиях высоких температур и вибрации. В связи с этим наблюдения за деформациями 
рассматриваемого технологического оборудования являются достаточно сложной геоде-
зической задачей. В процессе геодезического мониторинга часто используются угловые  
и линейные засечки, позволяющие определять координаты станций для наблюдения за 
деформациями объектов. Точность полученных результатов во многом зависит от разного 
рода ошибок. При построении опорных инженерно-геодезических сетей обычно прини-
мают, что исходные пункты являются безошибочными. Однако пункты опорной геодези-
ческой сети также могут иметь ошибки, связанные с погрешностями угловых и линейных 
измерений. В статье приводится методика и пример расчета ошибок исходных данных 
при определении места положения электронного тахеометра с помощью линейно-угловых 
построений. Полученные результаты доказывают, что для более полного анализа точно-
сти линейно-угловых геодезических построений целесообразно учитывать влияние по-
грешностей исходных данных на уравненные элементы и, в том числе, на координаты оп-
ределяемых пунктов. По результатам экспериментальных вычислений установлено, что 
пренебрегая ошибками исходных данных при определении геометрических параметров 
технологического оборудования, можно получить некачественные данные в процессе 
геодезического мониторинга. 

 
Ключевые слова: геодезический мониторинг, анализ точности измерений, ковариаци-

онная матрица координат, эллипс ошибок, учет ошибок исходных данных, угловая засечка, 
линейная засечка. 

  
Введение 

 
При создании инженерно-геодезических построений часто принимают, что 

исходные пункты являются безошибочными. Однако пункты исходной геоде-
зической сети также имеют ошибки, обусловленные погрешностями угловых  
и линейных измерений. 
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Для более полного анализа точности построения линейно-угловых геоде-
зических сетей целесообразно учитывать влияние погрешностей исходных дан-
ных на уравненные элементы и, в том числе, на координаты определяемых 
пунктов. 

Подобные вопросы и их решения неоднократно освещались в научных 
публикациях [1–18] и др. 

Ранее в статье [1] был рассмотрен учет влияния погрешностей исходных 
данных в угловых построениях, используемых при геодезическом мониторинге 
крупногабаритных агрегатов, таких как обжиговые печи, барабанные сушилки 
и другое технологическое оборудование. Такое оборудование имеет значитель-
ные размеры, эксплуатируется в условиях высоких температур и вибрации. По-
этому наблюдения за деформациями рассматриваемых объектов являются не-
отъемлемой и важной задачей для выверки их технического состояния и обес-
печения безопасной эксплуатации. 

При геодезическом мониторинге крупногабаритных агрегатов в условиях 
ограниченного количества направлений на исходные пункты, целесообразно 
использовать не только угловые, но и линейные засечки, позволяющие опреде-
лять координаты станций для наблюдения за деформациями. При этом возника-
ет вопрос о влиянии разного рода ошибок и, в том числе, погрешностей исход-
ных данных на точность координат определяемых пунктов или станций для из-
мерения геометрических параметров оборудования. 

 
Методика определения ошибок исходных данных 

 
Как известно, координаты пункта Р (рис. 1), определяемые из однократной 

линейной засечки, могут быть вычислены по следующим формулам: 

1 2( ) ( )В А B A
Р В

k х х k y y
х х

с

  
  ;                                  (1) 

1 2( ) ( )B A В А
P B

k y y k х х
y y

c

  
  ,                                 (2) 

где 

22 )()( AB yyххс АВ  ;                                        (3) 

 
c

abc
k

2

222

1


 ;                                                (4) 

2
1

2
2 kbk  .                                                    (5) 



Вестник СГУГиТ, Том 24, № 1, 2019 

18 

 

Рис. 1. Элементы линейно-угловой засечки 
 
 

Здесь А и В – исходные пункты, координаты которых xA, yA и xB, yB не без-
ошибочны; a и b – длины измеряемых линий; А , В  – измеряемые углы;  

 – угол при определяемом пункте Р. 
Известно, что оценка точности линейной засечки с учетом влияния слу-

чайных ошибок измерений может быть выполнена по следующей формуле: 

2 2

0 0 0 02 ( )( )( )P
ab a bM
T P P a P b P c


  

,                                        (6) 

где PM – ошибка положения пункта Р, определяемого однократной линейной 

засечкой; 
Т – знаменатель относительной ошибки измерения линий; 
Р0 – полупериметр; 

0 2
a b cР   .                                                      (7) 

Для более полной оценки точности следует рассмотреть влияние погрешно-
стей исходных данных. Обычно ошибки исходных данных устанавливаются в хо-
де уравнивания и анализа точности опорной инженерно-геодезической сети. 

Учет влияния ошибок исходных данных в однократной линейной засечке 
можно выполнить на основе ковариационной матрицы. Пусть известна кова-
риационная матрица К4×4 координат исходных пунктов в данном построении 
(см. рис. 1) 
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где элементы по главной диагонали этой матрицы представляют квадраты по-
грешностей координат исходных пунктов. Тогда влияние этих погрешностей на 
координаты определяемого пункта Р можно определить по формуле 

. .
2 2 2 4 4 4 4 2
и дК U K U    ,                                              (9) 

где  . .
2 2
и дК   – ковариационная матрица искомых оценок для линейной засечки; 

2 4U   – оператор преобразования, который имеет вид: 
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Для упрощения дальнейших выводов примем, что a = b. Тогда  

1 2
ck   ;  2

3
4

k c . 

С учетом этого матрица 2 4U   для линейной засечки примет вид: 

2 4
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В результате преобразования в соответствии с (9) запишем элементы ис-
комой матрицы . .

2 2
и дК   в общем виде 
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где 
PxM , 

PyM – ошибки координат определяемого пункта Р, обусловленные по-

грешностями исходных данных; 
PxyM  – ковариационный момент 
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Ковариационный элемент матрицы (11) определяется по следующей фор-
муле: 

 2 2 2 20,433
P A A B Bxy x y y xM m m m m     .                              (13) 

Таким образом, общая ошибка положения пункта Р, за счет погрешностей 
исходных данных, составит 

. .

2 2 2 2
и д A B A BР x x y yМ m m m m    .                                  (14) 

Если принять, что  ,
A A B Bx y x y ABm m m m m     то 

 
PxM =

PyM = 2ABm .                                           (15) 

Тогда общие влияния погрешностей исходных данных на точность опреде-
ления координат пункта в линейной засечке составят 

. .
2

и дР ABМ m .                                                (16) 

В этом случае средний квадратический эллипс ошибок, обусловленный 
влиянием погрешностей исходных данных, превращается в круг ошибок. 

Параметры среднего квадратического эллипса ошибок, обусловленного 
влиянием погрешностей исходных данных, могут быть вычислены по следую-
щим формулам: 
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где А и В – полуоси среднего квадратического эллипса ошибок;  – дирекцион-
ный угол большой полуоси А эллипса погрешностей. 
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Полученные формулы можно использовать для расчета ошибок исходных 
данных и учета их влияния на координаты определяемого пункта в линейной 
засечке. 

Далее рассмотрим действие ошибок в прямой угловой засечке. 
Координаты пункта Р (см. рис. 1), определяемого из решения однократной 

прямой угловой засечки, можно вычислить по следующим формулам: 

ctg ctg

ctg ctg

А B B A A B
Р

А B B A A B
Р

х х y y
х

N
y y x x

y
N

      
      

,                                (18) 

где ctg ctgA BN     . 

Как известно, влияние случайных ошибок угловых измерений в данном 
построении, выражается следующей формулой: 

   2 2

sinP

m
M a b 

 
,                                           (19) 

где m  – ошибка измерения углов на исходных пунктах А и В;   – угол при 

определяемом пункте Р. 
Для учета влияния погрешностей исходных данных, установленных в ко-

вариационной матрице 4 4К   (8), определим элементы преобразующей матрицы 

2 4U   (10). После дифференцирования выражения (18) по исходным данным 

оператор преобразования для угловой засечки примет вид 

2 4
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В результате перемножения матриц по общему алгоритму (9) получим сле-
дующие формулы для учета влияния погрешностей исходных данных в прямой 
угловой засечке: 

2 2 2 2 2 2 2
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где 2
PxМ , 2

PyМ – диагональные элементы ковариационной матрицы . .
2 2
и дК   (11), 

представляющие квадраты ошибок положения пункта Р, обусловленные по-
грешностями исходных пунктов в угловой засечке. 
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Элемент xyM  , составляющий ковариационную матрицу (11), в этом случае 

равен 

2 2 2 2 2
2

1 ( ctg ctg ctg ctg )
A A B Bxy x B y B x A y АM m m m m

N
         .            (22) 

При равных значениях ошибок исходных данных получим 

2 2ctg ctg 2
Р Р

AB
х y А B

m
M M

N
      .                           (23) 

Формулы (21)–(23) можно использовать для расчета ошибок исходных 
данных и учета их влияния на координаты определяемого пункта в прямой уг-
ловой засечке. 

 
Экспериментальные вычисления 

 
Вышеприведенные формулы апробированы при геодезическом монито-

ринге обжиговой печи, выполняемом  на АО «Искитимцемент» (рис. 2). 
 

 

Рис. 2. Вращающаяся печь обжига в АО «Искитимцемент» 
  
 
В качестве исходных данных  для геодезических измерений, выполняемых  

с помощью электронного тахеометра, использовалась линейно-угловая сеть, за-
крепленная марками на стенах сооружений, бетонных опорах и конструкциях 
(рис. 3). Методика создания и закрепления опорной геодезической сети для мо-
ниторинга обжиговых печей подробно рассмотрена в техническом отчете  
по данному объекту, а также в научных статьях [5, 11, 14] по геодезической вы-
верке таких агрегатов. 
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Рис. 3. Способы закрепления опорной геодезической сети 
 
 
Настенные  марки, представляющие светоотражающие пленки, служат для 

передачи координат на земную поверхность методом так называемой «свобод-
ной» станции. 

Место положения тахеометра для измерения геометрических параметров об-
жиговой печи в таких условиях определялось методом обратной угловой или, при 
ограниченной видимости, линейной засечкой от точек опорной сети, которая со-
держит некоторые ошибки, называемые погрешностями исходных данных. 

Рассчитаем действие случайных ошибок, а также погрешностей исходных 
марок и определим их влияние на координаты определяемого пункта в линей-
ной засечке. 

Пусть точность измерения длин сторон засечки равна  Т = 20 000, кроме 
того, примем a = b = 20 м, с = 30 м, тогда ошибка положения пункта Р, обу-
словленная случайными погрешностями измерений и вычисленная по форму-
ле (6), равна МР = 0,8 мм. 

Полагая, что ошибки исходных пунктов равны 2 мм [11], влияние этих 
ошибок (16) на положение пункта Р, определяемого линейной засечкой, соста-
вит 

. .и дРМ 
 
4 мм.  

Отметим, что влияние погрешностей исходных данных на координаты 
пункта, определяемого линейной засечкой, является существенным по сравне-
нию с  действием случайных ошибок измерений.  

Используя те же числовые значения, что и в предыдущем примере, рас-
смотренном для линейной засечки, вычислим влияние случайных ошибок в уг-
ловой засечке по формуле (19) и получим PM  = 0,1 мм. При этом влияние по-
грешностей исходных данных на положение пункта Р, вычисленное по форму-
ле (23), составило 

Рх
M =  4 мм.  

Полученная величина ошибки 4 мм сопоставима с точностью определения 
геометрических параметров обжиговой машины. Такая точность по результа-
там исследования в [14] находится в пределах 0,5–3,9 мм. 
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Заключение 
 
В итоге априорной оценки точности линейно-угловых построений следует 

отметить, что пренебрегая ошибками исходных данных при определении гео-
метрических параметров технологического оборудования, можно получить не-
корректные результаты в процессе геодезического мониторинга. 

Проведенные экспериментальные вычисления показали, что ошибки ис-
ходных данных могут иметь значительную величину и оказывать существен-
ное влияние на точность определения геометрических параметров обжиговых 
печей. 

Полученные формулы можно использовать для расчета ошибок исходных 
данных и учета их влияния на координаты определяемых пунктов в линейной  
и прямой угловой засечках. 

Следует отметить, что для более строгого решения и получения надежных 
результатов по учету влияния ошибок исходных данных целесообразно учиты-
вать все элементы ковариационной матрицы координат исходных пунктов,  
не ограничиваясь только элементами ее главной диагонали. 
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The article deals with the problem of initial data errors registration in estimating the accuracy 
of coordinate points determination used in geodetic observations for the deformation in drying ag-
gregates, kilns, and in other technological equipment. The investigated objects are of a complex de-
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sign, and they operate in the conditions of high temperatures and vibration, that’s why observations 
for the technological equipment deformation are a rather complicated geodetic problem. In the pro-
cess of geodetic monitoring, angular and linear intersections are often used in order to determine the 
marks coordinates fixed on the objects being observed. The received results accuracy depends 
greatly on various kinds of errors. In establishing geodetic reference networks initial data are con-
sidered to be without any errors.  However, geodetic reference networks points may involve some 
errors due to angular and linear measurements. In the article the authors present the technique and 
example of the initial data errors calculation. The received data prove, that in order to make a com-
plete analysis of the precise establishment of linear – angular geodetic networks it is better to take 
into account initial data error influence on the defined points coordinates.  The results of experi-
mental calculations show that the neglect of initial data errors in defining the technological equip-
ment geometrical parameters results in poor quality data in the process of geodetic monitoring. 

 
Key words: geodetic monitoring, measurements accuracy analysis, covariance matrix of co-

ordinates, errors ellipse, initial data errors registration, angular notch, linear notch. 
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